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39. DE PROGRESSIONIBUS ET GEOMETRIA ARCANA ET METHODO
TANGENTIUM INVERSA
Dezember 1674

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 V 2 BlL. 3-4. 1 Bog. 1°. 4 S. Textfolge BL. 41°, 4v°, 31°,
3v°. Datum und Uberschrift auf Bl. 41° oben ergiinzt. Geringe Textverluste an einer Ecke
und im Falz sind ergénzt.

Cc 2, Nr. 820

Xb. 1674

De progressionibus et geometria arcana et

methodo tangentium inversa

Progressiones magnitudinum per crementa infinite parva increscentium aut decres-
centium figuris quibusdam geometricis continuo quodam motu descriptibilibus repraesen-
tare interest ad mechanicen quoque; nam et vires et motus, sive temporum spatiorumque
relationes crementa habent infinite parva: in quo differunt hae progressiones a progres-
sionibus numericis illis, quae exacte per geometriam repraesentari non possunt.

Exempli causa progressio numerorum triangularium est arithmetica, nam geometrice
exprimi non potest; et si tentaveris comperies degenerare in progressionem numerorum
quadratorum. At progressio numerorum quadratorum geometrica est simul et arithme-
tica, nam parabolae ordinatis ad tangentem verticis accurate repraesentatur.

9f. Rechts: Adde Schediasma de calculo elastico, item schediasma Methodi tangen-

tium inversae exemplum, omnia eodem mense.

8 (1) No (2) Xb. L 11 Progressiones (1) figurarum (2) magnitudinum L 13 vires et erg.
L 15 illis erg. L 18 est (1), quia (2) simul L 22 item schediasma (1) De (2) Methodi L

17f. degenerare in progressionem numerorum quadratorum: Die Darstellung der Dreieckszahlen
11 1?2
als Parabel y + 3= 3 (:1: + 5) fihrt auf die halben Quadratzahlen. 20f. Schediasma de calculo
elastico: Cc 2, Nr.822; schediasma Methodi tangentium inversae exemplum: Cc 2, Nr.832. Auf das
vorliegende Stiick verweist Leibniz jedoch (auBer in Cc 2, Nr.822) in De methodo tangentium inversa
ezemplum (Cc 2, Nr.823); alle sind auf Dezember 1674 datiert.

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3

10

15



10

15

20

556 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 39

Progressio omnis per regulam quandam constituitur plus minusve simplicem. Quod si
geometrica est, extremitates terminorum progredientium desinere intelligentur in locum
quendam sive lineam, sive superficiem, sive corpus. Qui locus variis saepe modis exprimi
potest, quos interest notari, et ex iis ad descriptionem lineae vel superficiei vel corporis
motu continuo faciendam, eligi simplicissimos. Regula progressionis continet vel unam
indeterminatam, praeter eam quae ipsos progressionis terminos refert; quo casu locus est
ad lineam, vel duas, quo casu est ad superficiem, vel tres, quo casu est ad solidum.

Porro ut nunc de progressionibus ad lineam tantum loquamur: Ordinatae seu termini
progressionis ad locum seu lineam desinentes ab una parte, ex altera parte desinunt vel
ad rectam, vel ad curvam; idque certa aliqua anguli determinatione; quae infinitis fieri
potest modis.

Nimirum rectae ordinatae (nam de curvis ordinatis hoc loco non loquor et
si id quoque aliquando usum habere possit) definito initio et magnitudine et positione seu
inclinatione, ad quandam aliam figuram positione datam definuntur. Sane si dicas omnes
rectas datae magnitudinis eiusdem ex puncto uno ductas terminari in circuli circumferen-
tiam non est opus nisi duabus conditionibus quia tertia hoc casu sequitur; nempe rectam
illam esse perpendicularem ad curvam ad quam terminatur. Si vero dicas omnes rectas ex
puncto dato ductas triangulorum instar crescentes terminari debere in curvam quandam
nondum satis dixisti, nisi explices aliud quiddam, scilicet ad quam rectam referas, aut
quo angulo velis occurrere vel ipsi curvae, vel alteri lineae in quam certa lege productae

10 Uber rectam: punctum

12 Uber curvis ordinatis: NB.

1 omnis | geometrica erg. u. gestr.| per L 1 constituitur (1); quae regula aut aequatione aliqua
exprimi potest, aut non potest. Si aequatione potest exprimi, figura modo geometrica sit, eo ipso describi
potest; potest (2) plus L 5 faciendam |est streicht Hrsg. |, eligi L 5 vel (1) nullam indeterminatam
(2) unam L 7 lineam, vel (1) plures, quo casu est ad superficiem vel corpus. Na (2) duas L
8 loquamur: (1) Lineae a (2) Ordinatae L 10 punctum erg. L 10 curvam; (1) angulo aliquo dato,
vel eodem si ad rectam, vel vario et (2) neque enim explicabo cum ad superficiem hinc ad lineam illinc
(3) angulo aliquo dato, quare (4) idque L 11f. modis. (1) Sane si omnes ad unum punctum (a) des
(b) terminantur hinc ad unam lineam illinc, (aa) non est (bb) opus est ut vel (2) Nimirum (a) rectarum
ordinatarum termino definito (b) rectae L 15 in (1) differentiam, (2) circuli L 19 explices (1),
curvam (2) aliud L 20 alteri (1) rectae (2) lineae L
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terminarentur. Sed et fieri potest, ut non enunties unum angulum, sed ut angulus ipse
certo quodam modo varietur; quod est sine dubio complicatissimum sed rarum.

Inter difficillimos etiam casus habendum est, cum postulatur, ut ipsae ordinatae
faciant angulum quendam certum aut certo modo crescentem, ad curvam ad quam ter-
minari debent. Exempli causa, si ex puncto quodam ductae ad curvam perpendiculares
debeant progredi instar elementorum VY; quaeritur curva: Sed rursus hoc diversis mo-
dis concipi potest pro diversis scilicet modis dividendi curvam in partes, prout scilicet
dividitur curva in partes aequales; aut in partes aequalibus axis partibus per ordinatas
(parallelas aliasque) abscissis, respondentes. Porro si calculo explicanda sit relatio, fiet
vel per aequationem quandam constantem determinati gradus, aut de gradu in gradum
ascendentem, ita tamen ut saltem exponentes sint determinati gradus. Vel denique fiet
[per| progressionem replicatam, in qua sequens ordinata supponit praecedentem; conti-
nue; et hae progressiones sunt omnium maxime difficiles cum calculo utcunque continuato
ne puncto quidem progrediamur, et si figuram per puncta describere velimus futurus sit
calculus terminis parumper productis horrendae prolixitatis.

Porro ex omnibus progressionibus eae maxime utiles sunt, quibus commode de-
scribuntur figurae geometricae, quales non eae tantum sunt, quibus ordinatae communes
explicantur, sed inprimis illae, in quibus poli quidam aut centra adhibentur; aut foci. Sed
omnes illae progressionum expressiones quibus describi potest figura analytice ad certam
reduci possunt aequationem [ordinatarum| communium et abscissarum.

Fieri potest ut figura geometrice describi possit analytice non possit ut cycloeides;
quod tunc sufficit, quando figura analyticam expressionem uniformem respuit, nam etsi
circulus et omnes eius partes quadrari possent, cycloeides tamen commodius quam nunc
non describeretur; imo contra non aliter describetur methodo uniformi seu motu conti-
nuo. Hos ergo describendi modos voco semi-analyticos, quos scilicet ad analyticos reduci
pendet a methodo tangentium inversa.

Data ergo quacunque expressione sive progressione per incrementa infinite parva,
quaerendus est modus describendi geometricus sive analyticus, sive semi-analyticus. Et

6 instar (1) applicatarum trianguli (2) elementorum L 12 vel L dndert Hrsg. 19 figura
(1) modo (2) motu (8) solis rectarum (4) motum (5) a motibus ab unico (6) |solis streicht Hrsg. |
rectarum (a) rectili (b) linearum intersectionibus (7) ad eam reduci possunt quibus (8) reduci possunt
ad aequationem (9) analytice L 20 ordinariarum L dndert Hrsg. 21f. non possit (1) cum scil
(2) ut cycloeides; (a) et tunc res saepe redibit ad (aa) alteram (bb) eum methodi casum, (b) quod L
22 expressionem (1) respuit (2) perpetuam resp ($) uniformem L 25 semi-analyticos (7). Nihi (2)
pendet (8), quos L
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ex problematibus eiusmodi transcendentibus sunt quaedam quae pendent ex quadraturis
et imprimis sunt quae pendent ex curvarum in rectas extensionibus. Itaque tentandum
est eo reducere problemata irregularia ut pendeant ex curvarum, v. g. circuli, parabo-
lae, aliarumve in rectas extensionibus; ita solvi poterunt geometrice; seu continuo motu
construi loca quorum constructione solvantur. Qualia sunt problemata interpolationum
Wallisiana, problemata serierum quarundam convergentium lac. Gregorii; constructio
logarithmorum geometrica Gregorii a S. Vincentio; quae omnia geometrice fieri possunt
evolutionibus curvarum aut applicationibus ad plana. NB. aliasve curvas ut si circulum
ponas volvi non super plano, sed super curva parabolica; etc. si ponas stylum circumfe-
rentiae circuli evolutae non in plano sed superficie sphaerae curvam describere. Adde et
superficies in rectum extensas; et corpora, quibus tamen non aeque lubenter ac curvis ad
constructiones utar; nisi extrema iubeat necessitas. Quaerenda est ergo ratio problemata
irregularia huc semper reducendi; quemadmodum isochronismum penduli ad cycloeidem
reduxit Hugenius; et ego mesolabum generale ad trochoeidem parabolicam, cuius unius
ope quotcunque inveniri possunt mediae proportionales geometrice, et omnia de rationum
compositionibus et divisionibus problemata solvi.

Possunt aliqua problemata adeo esse difficilia, ut utile sit ea certis quibusdam curvis
[solvi], quae physica in usum adhibita describuntur, ut vi elastica arcus tensi se resti-
tuentis, aliisque id genus artibus. Quomodocunque enim dummodo accurate uno tractu
fiat descriptio; immensi calculi et horrendae alioquin necessariae operationes geometricae

evitantur. Et vel hinc utile est doctrinam de figuris arcus tensi, de velorum, deque funium

1 transcendentibus (1) sive irregu (2) sunt L 3f. circuli, | hyperbolae, gestr.| parabolae L
6 quarundam erg. L 9 ponas (1) agi circa (2) volvi L 13 semper (1) referendi (2) reducendi L
15 possunt (1) methodi propo (2) mediae L 18 solvis L dndert Hrsg. 19 artibus. (1) Ita enim
qui (2) Quomodocunque L 19 accurate (1) per omn (2) uno

5 interpolationum: J. WALLIS, Arithmetica infinitorum, 1656, S.132-146, 161-165, 193-196 (WO
1, S.439-447, 458-460, 476-478) sowie WALLIS, Commercium epistolicum, 1657, S.51 (WO 1I, S.786).
6 serierum: J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura, 1668, u. a. S. 15 ff. u. 23 ff. u. 56 ff. [Marg.].
6 constructio: Gr. de SAINT-VINCENT, Opus geometricum, 1647, Buch VI, Prop. 125-130, S.594-597.
14 reduxit Hugenius: Chr. HUYGENS, Horologium oscillatorium, 1673, Teil 3, prop. VI, S.67 [Marg.]|
(HO XVIII, S.201); Leibniz’ Handexemplar enthélt in der Figur auf der prop. VI gegeniiberliegenden
S. 66 Ritzspuren und ergénzte Punktbezeichnungen; ego: N. 3812 u. Schediasma de constructione (Cc 2,
Nr. 827), datiert Dezember 1674. 21 de figuris arcus tensi: vgl. u. a. De vitandis erroribus geometricis
in re mechanica (Cc 2, Nr. 835), datiert Dezember 1674.
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intensionibus ad geometriam reduci; ut hinc appareant exempla casuum per synthesin,
ut in aliis oblatis per analysin quaerantur describendi modi. Ita inquiram aliquando
exactius in methodum qua demonstravit P. Greg. a S. Vincentio logarithmos esse spatiis
[hyperbolicis| proportionales: eadem enim opera aliae methodi ostendentur in casibus
similibus problemata irregularia revocandi ad geometricas quasdam constructiones.

San Vincentius revocavit logarithmos ad spatia hyperbolica; (: videndum quod dent
circularia, vel elliptica eadem methodo tractata :) Heuratius hyperbolam ad curvam pa-
rabolicam; ego curvae sectiones in plano conservo ope trochoidis parabolicae. Ergo iunctis
omnibus illis inventionibus inter se inventa est repraesentatio logarithmorum geometrica
in plano, ope trochoeidis parabolicae. Horum exemplo igitur quaerenda est aliorum quo-
que problematum irregularium constructio ope curvarum geometricarum neque enim
nunc quidem ad rem pertinet an sit analytica, quando eas construendi rationes profecto
analyticis etsi inventae essent praeferremus.

Huc pertinent extensiones in rectum superficierum cylindricarum per plana angulo
semirecto aliterque truncatarum, (exemplum in figura sinuum) unde rursus varia cur-
varum genera; quae omnia ad constructiones adhibita intelligi possunt, quando operae
pretium est. Denique ubi variae sunt construendi rationes adhiberi possunt simplicissi-
mae, neque enim refert [an] magis minusve sint analyticae; vel etiam geometricae. Certe
si physicae essent, ut fit adhibito elaterio non ideo minus ad usum sufficient; hoc consilio
haud dubie spiram ex recto circularique motu compositam ad quadrandum circulum ad-
hibuit Archimedes; et si parabola ope gravis descendentis proiecti describatur, non minus
erit utilis, quam si aliter descripta esset, imo erit simplicior et forte exactior.

3 Vincentio (1) reduci (2) logarithmos L 4 parabolicis L dndert Hrsg. 5 ad (1) casus ex
quibus pendent (2) geometricas L 5f. constructiones. (1) Gregorius (2) San L 8 ego (1) curvas
illas in plano (2) curvae L 18 an erg. Hrsg. 20 dubie (1) helicem (2) spiram L 21 proiecti
erg. L

3 demonstravit P. Greg. a S. Vincentio: s.o. Erl. zu S. 558 Z. 5. 7 Heuratius: H. van HEURAET,
Epistola de transmutatione curvarum linearum in rectas, 1659 (DGS I, S.517-520); ego: N. 381114 u.
Cc 2, Nr. 827-829, alle datiert Dezember 1674. 9 repraesentatio logarithmorum: a. a. O. vor allem Cc
2, Nr. 827. 20 f. adhibuit Archimedes: ARCHIMEDES, De lineis spiralibus, prop. 24; Leibniz erwahnt
die archimedische Kreisquadratur mittels der Spirale auch in der Praefatio opusculi de quadratura circuli
arithmetica (LMG V S.93f.).
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[Fig. 1]

Esto tabula inclinata marmorea polita, pone pilam bene tornatam ex C versus D
directo ictu proici; pondere autem suo descendere durante motu, curva quam vestigiis
suis in tabula nonnihil pulvere aut humore respersa relictis, aliterve signatis describet,
sive parabola sit, sive alia, erit multo profecto descripta exactius quam eadem curva
descripta instrumento. Inprimis autem descriptiones quae per opticen fieri possunt utiles
erunt exacte, cum radii lucis lineas describant perfecte rectas. Operae autem pretium est
ex tot variis inquisitionibus edi specimina quaedam prae caeteris utiliora.

Etiam cum curva quaedam vel superficies in rectum extenditur; considerari potest,
quam durante extensionis motu punctum aliquod in ea sumtum describat lineam. Ita
inquiri etiam potest, data figura arcus invenire figuram ad quam data tensione reduci
possit, et contra, idque saltem in exemplis illustribus.

Separata est summaeque difficultatis doctrina de progressionibus in se replicatis, ubi
in valorem unius ordinatae sequentis ingreditur antecedens, et proinde in valorem unius
ordinatae ingrediuntur omnes; (: evenit hoc etiam in seriebus convergentibus :).

Cuius ecce exemplum: pone in temporis puncto aliquo seu spatio infinite parvo, B

vim adesse quamlibet ut BC' sequenti autem temporis spatio BD vim praeter priorem

2 polita erg. L 4 aut humore erg. L 16 in (1) tempore GB vim quaesitam adesse ut (a)
AB (b) AC n a+ 3. posito AB n « et BC infinite parvam n 8. (2) temporis L

2 tabula inclinata: vgl. De descriptionibus curvarum (Cc 2, Nr.831), datiert Dezember 1674.
6 descriptiones ... per opticen: vgl. Methodi tangentium inversae ezemplum (Cc 2, Nr.832) u. De Car-
tesii ovalibus (Cc 2, Nr. 833), beide datiert Dezember 1674.
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H
G
o
B
A C
b /IN
2N
M
[Fig. 2]

accedere novam, FF eiusmodi ita ut incrementum sit ad vim quandam primam, qua
coeptus scilicet est motus n 3, in reciproca ratione vis praesentis BC, ad [3, seu ut (3 ad
BC. Idemque cum in reliquis punctis rectae BD continuatae dici possit; et omnes BC,

DF| et sequentes in curvam quandam terminentur, omnes huius curvae ordinatas nomine
3 )
2
generali appellemus y, erit ordinata quaelibet sequens y + —. Quaeritur qualis sit ista
Y

curva, et quomodo continuo tractu describi possit; in qua scilicet crementa sint ordinatis
reciproce proportionalia. Id ita inquiremus: tangens C' axi BD producto occurrat in H.
Tam BH appelletur [. et crementum v. g. EF appelletur ¢. Constat crementum EF

8 Am oberen Rand der Riickseite, mit Hinweisstrich verbunden: Solutum hic ana-

lytice problema: Invenire figuram in qua crementa ordinatis reciproce proportionalia.

2 novam, (1) quae sit (a) ad vim |proxime erg.| praccedentem (bb) proxima parte in reciproca
ratione (aaa) quantitatis 8 a (bbb) summae virium in (b) ad vim 8, (aa) ut (bb) in reciproca ratione
summae virium (2) EF L 2 incrementum |infinite parvum, gestr.| sit ad vim quandam primam
|infinite parvam gestr.|, qua L 4 punctis (1) omnibus dici possit, (a) appellando (b) ordinatam
huius figurae quamlibet (2) rectae L 5 et (1) similes (2) sequentes L 6f. ista (1) figura, et (2)
curva L 8 producto (1) occurrat in (2) si opus, (8) occurrat L
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esse ad ordinatam BC n y ut pars axis « n BD, n C'E, ad productam BH n [. Ergo
2 2 2
¢ g.Ergocn %Y Tam idem ¢ n —. Ergo — n Y et 1 %.
y 1 l y y [52]
C' ducatur perpendicularis C'M, quae axi BD reducto si opus occurrat in M, rectam
2 B02
BM appellemus p. Constat generaliter esse p n T seu 20
ya y: 1B Lo
HCM rectos. Tam [ n W ergo p N == n —. Hinc sequitur ipsam BM reductam
Yy o «
[5°]

esse perpetuo eandem, ubicunque sumatur punctum in curva; ac proinde curvam CF

Tam ex puncto

ob angulos CBM, et

esse parabolam; quod et verum esse calculus ostendet per synthesin. Nam reperietur:
crementa ordinatarum parabolae ad axem esse ipsis ordinatis reciproce proportionalia

quod desiderabatur.

1 A D 1D
: PRQ
A —
RAS
L ...................... M
N O
B C
[Fig. 3]

2

1
5 Nebenbetrachtung: Y nila+ B+ -
o y

10  Unter Fig. 3: Vide huc pertinentia Schediasmate de calculo elastico Xb. 1674.

1 ut (1) recta quaedam constans CE n (2) pars L 2 B L dndert Hrsg. 5 B L dndert Hrsg.
dreimal.

10 Fig. 3: Die (nicht wiedergegebene) Verbindungslinie DR hat Leibniz gestrichen. 12 Schedias-
mate de calculo elastico: Cc 2, Nr. 822.

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3



N.39 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 563

Eodem modo inveni subtilissimo (ausim dicere) calculo vim si in vas cylindricum
ADBC embolus exacte respondens concavitati oris vasculi ita intrudatur, ut aer qui an-
tea totum vas repleverat intrudatur in spatium LBCM posteaque emota vi intrudente
libertas aeri detur restituendi sese; et in quolibet restitutionis loco ut GH vis elaterii qua
porro nititur, tum ab ipso elaterio perseverante orta, tum et acceleratione genita recta
FG curvae cuiusdam [FN, virium quaesitarum in quolibet spatii puncto progressionis
repraesentantis; ordinata esse intelligatur; inveni inquam curvam eius fore naturae, ut
ordinatae sint quadratorum suorum crementis reciproce proportionales, sive si alia de-
scripta intelligatur figura EKO cuius ordinatae DE, HK etc. sint proportionales [qua-
dratis] ordinatarum respondentium AI, GF, seu in ratione ordinatarum respondentium
duplicata. Crementa autem ordinatarum DFE, HK etc., nempe PQ, RS, sint ipsis Al,
GF reciproce proportionales; curva ergo I F'IN, quae hoc praestabit, erit quaesita. Unde
intelligi potest, quanti sit momenti haec inquisitio. Curva autem ista qualis sit, et an om-
nino analytica sit, ex earum scilicet numero, quarum puncta omnia relatione ad certam
quandam rectam assumtam calculo expressa definiri possint; nondum definire possum.
Est autem ista inquisitio pars methodi tangentium inversae.

Esto curva AC, tangens CDHF, ordinata BC, crementum EC, pro-
ducta (axis dum tangenti ocurrat[)] BF, producta reciproca [HM], cur-
vedo CD perpendicularis CG, perpendicularis reciproca C'L, tangens reciproca CH,
ordinata reciproca MC, abscissa AB, abscissa reciproca AM, directrix AN indefinita;
DF intervallumyi,) directrix reciproca, AQO, indefinita. Jam generaliter abscissa est aequalis
ordinatae reciprocae et contra. Crementum est aequale intervallo reciproco et contra.

FB
—— N ——n ——. Ergo CM,” BC n FB,” HM ergo rectangulum sub abscissa et

ordinata aequatur rectangulo sub producta et producta reciproca.

1f. si (1) vas cylindricum aére (2) in vas cylindricum (a) aer (b) ADBC (aa) operculum exacte
ostium implens (bb) embolus L 4 vis (1) aeris (2) elaterii L 5 tum (1) a novo (2) ab L
5 genita (1) ordinata FG (2) recta L ~ 7f. ut (1) crementa ordinatarum sint ipsis ordina (2) ordinatae
sint (a) differentiis (b) quadratorum ipsarum ordinatarum crementis recipro (¢) quadratorum L

P P
8 proportionales, (1) seu (a) fQ (b) R—(g n A (2)sive L 9f. EKO (1) quadratis (2) cuius ordinatae
(a) sint proportionales ordinatis (b) DE, HK etc. sint proportionales | quadratis erg. Hrsg. | ordinatarum
L 10 ratione ordinatarum (1) duplicata (2) dictarum qua (8) respondentium L 12 quaesita. (1)
Breviter ergo quaerenda est curva, in qua (a) crementa (b) ordinatae sint in (2) Unde L 18 CH L

andert Hrsg. 21 DE intervallum erg. L
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F
Ar Q M L O
B
G
N

[Fig. 4]

Innumera alia id genus theoremata condi possunt, maximo usu ad geometriam, dum
scilicet ex quibusdam datis aliae investigantur, quot licet modis, variisque modis inde
ortae aequationes transformantur. Porro ex data relatione inter abscissam et ordinatam
caeterae omnes facile calculantur. Itaque id unum agitur ut ex data alia relatione detur
relatio abscissae et ordinatae. Data relatione (productae) ad ordinatam datur relatio
productae reciprocae ad ordinatam reciprocam seu ad abscissam. Dari relationem AH ad
H M idem est quod dari relationem productae reciprocae ad ordinatam. In nostro exemplo
data relatione BG ad BC quaeritur figura seu curva, seu relatio BC' ad AB. Datur ergo
et relatio F'B ad BC. Ergo relatio DE rectae constantis ad crementum EC', nempe in

1 BG CFE BG CFE BG?
t BGn—.1 —n—-_E — N ——=—=.E CEn . E
Nnostro casu BC am BC 1 rgo Be BG = Be rgo rgo
4 ex (1) datis abscissa et ordinata (2) data L 5 ex (1) datis aliis relationibus dentur relationes

(2) data L

1 Fig. 4: Den von ihm zunédchst mit N bezeichneten Schnittpunkt der Verlangerung von AC mit
der Grundlinie hat Leibniz spéter gestrichen, ebenso die hier wiedergegebene Parallele zu AG durch L;
im Bereich der unteren Hélfte dieser Linie ist die Handschrift schadhaft.
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E E 1
pro BG substituendo /CE, fiet CE H\/BCC’ sive CE? n BCCQ’ sive CE n 5o Unde

demonstratur crementa figurae propositae esse in ordinatarum ratione reciproca dupli-

cata; at differentiae semiquadratorum ordinatarum (n BG) sunt in ordinatarum ratione
reciproca ut initio dixi; videamus ergo an iunctis his duobus theorematis inter se, exitus

haberi possit: Nimirum sunto duae ordinatae: BC, et BC' + CFE sive BC' et BC +

ezt

2 BC? +2BC " L + b

semiquadratum ab uno , semiquadratum ab altero 5 BC? BC47

i 02+1+1 t iquadrat —1+—1 n BG n —
sive —— 4+ —— 4+ ———[,] crementum semiquadratorum

2 " BC ' BCH E BC " BCH BC

1
absurdum. Foret enim Sot n 0. Error ergo admissus inter calculandum. Satis tamen

manifestum est his inter se iunctis theorematis non posse sic quidem exitum haberi,
cum nondum calculum ingressa sit abscissa, ad quam tamen relatio ipsius BC' quaeri-

2 BG CE
tur. Resumto calculo BG n ;—C ex hypothesi deinde BC n m (Nam adicere
BC? +2BC "~ CE + CE?
BG n i 5 i inutile, satis enim video hic restitui debere quae in

condendo eiusmodi theoremate negliguntur, quoties calculo ad infinite parva descendi-
tur. Unde patet NB. non sufficere aliquando nosse theoremata ad calculum, nisi et eorum
origo nota sit.) Nihil autem novi hinc deduci posse, sed aequationem sub finem fore iden-
ticam patet, quia alioqui tribus aequationibus duae ex incognitis tollerentur, tertiaque

1
1 B2 (1) quod est id quod dixi crementa esse (2). Unde L 4 ut initio dixi erg. L
5 ordinatae: (1) y. et (@) y+B. (b) y+7. (2) BC L 11 hypothesi |deinde erg.| o n ——2 (1)
1 . . . N P .
ordinatae y.et (a)y v+ ypothesi | deinde erg. | o= N o= 5

BC? 4+ 2BC ~ CE + CE? — BC? . BC " CE + CE?
2 2

sunt generales et locum habent in figura qualibet: Quod si ergo (a) quaeramus valorem ipsius (b) elidere

a? CE a? CE?

velimus: BG et BC. restabit sola CE, itaque Bz n 7 item BC nBC"~ CE,+T. Ex priore fiet:

ac denique BG n quae duae posteriores aequationes

(2) (Nam L

1 .
7 +———: Richtig ware + ; der Fehler beeintriachtigt die weitere Uberlegung nicht.

1
BC* 2BC*
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residua absolute explicari posset, neque esset indeterminata quod est absurdum: Cumque
relatio ipsius BG ad ipsam AB quaeratur, iudicatu facile est, sic haberi non posse, cum
AB non ingrediatur calculum. Tentandum ergo an aliqua arte effici possit, ut in calculum
intret.

Nimirum ut AB ad BC, ita F'A seu FFB— AB ad AH. Demonstratum est a me alibi
summam omnium AH aequari segmento ACDA duplicato. Ergo summa omnium H M

AH
aequatur spatio exteriori AMCDA, itaque si ad omnes H M addantur omnes PH (N 7)

idem est ac si spatio AMCD A adderetur segmentum AC'D A unde fiet triangulum AMC

A
vel ABC seu semirectangulum sub abscissa et applicata. I[gitur PM n BC' — - ducta in
AB "~ BC ¢ AB—-DE,” BC — EC
2 ¢ 2
(AB~ BC - AB " BC) ~ DE "~ BC,~AB " EC + DE "~ EC
5 .

DFE n 3, seu BPM, aequatur differentiae inter sive

8~ PMn lam PM n

AH
BC—T. et DE n 3. Ergo 26BC—-3AH n —3BC—-AB ~ EC+BEC, cumque 5~ EC

AH B
negligi possit, fiet: —38BC + BAH n AB = EC. Est autem FE_AB M A—g sive
BC,” FB — AB BC? BC .. BC?

AH n 1B .et FBn BG'ErgOAHHE’ BC — AB. Idemque AH n
AB "™ EC + 36BC fiot ereo aeduatio inter BC3,-AB? "~ BG ot AB "™ EC + 36BC

3 ' 80 acd AB " BG 3 ’
sive inter: BC33 — AB? BG,3 n AB?,EC,BG + 3BBC,AB,BG. Pro BG sub-
tituatur % fiet: BOY3 — AB? “—25 AR EC, “ 36BC, AB K
stituatur . fiet: S Toll EC, 55 ,AB, 55 sive

multiplicatis omnibus per BC fiet: BC*3 — AB? 4?3 n AB% EC,a®> + 38BC,AB,d®.

5 ut AB ad BC': Richtig wiare FB : BC = FA : AH; der Fehler tritt in Z. 13 wieder auf und be-
eintrichtigt zusammen mit weiteren Fehlern in Z. 11 (beim Ergebnis der Subtraktion sind die Vorzeichen
vertauscht) u. Z. 15 (statt BC® — AB?. BG miifite BC® — AB- BC- BG im Zihler des mittleren Bruches
stehen) sowie in S. 567 Z. 4 (beim Term —a2y3z fehlt der Faktor 3) u. S. 567 Z. 15 (im Nenner des Bruches

fehlt der Term +a?y3x) die Uberlegung bis S.567 Z. 18. 5 Demonstratum est: vgl. u.a. LQK, prop.
VII, S.33-35; zur Entstehungsgeschichte des Transmutationssatzes im Anschluff an Cc 2, Nr. 545/6 vgl.
D. MAHNKE, Neue Einblicke, 1926 S.34-37 und die Erl. zu Inventa aliquot mea geometrica, [Sommer
1674], LSB 111,1 N.29 S.115.
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BBG Ba?
BC BC?’
AB?,a%B, BC? n AB?pa* + 38BC?ABa?. Unde BC appellando y, et AB appellando ,
fiet:

Tam supra CE n Unde inserendo hunc valorem fiet: BCS —

ergo CE n

Y% — a?yPr — a®y?2? — a*2? n 0.
Ut facilius appareat an dividi possit, ordinetur secundum a, fiet:

v P o, yff
Yy YT o

a4+ 5
x x

4 3
Necesse est ergo dividi posse aut per a¥ y—2, aut per a? ¥ Y_  Sin ordinetur secundum
T x

y, necesse est si dividi potest dividi posse per y* ¥ a?z?, vel 43 ¥ a®x vel denique si ordina-
+y’a” —y°
Y2+ 2 APyt

) y? o 5. Y y3b
tentandis restat: x ¥ o Multiplicetur per x + b. fiet: 2= ¥ gz f 2 Unde conferendo:

tur secundum z, fiet: z2 quo casu solus ex prioribus divisoribus

+0b .
3
Y *y* ¥ ¥ . 2(+ 2 2 2
bn % et fiet: = * n , sive Fy~|Fa“ n a”. od est
absurdum. Ergo nullum habet aequatio inventa divisorem rationalem. Aequatione ergo

ad tangentes ordinata fiet:
6y° — 3a’xy® — 20222

y?
2a4x + 2a%y%x '

6y° — 3axy® — 26222y n+  2atzl + a®y>xl, et fiet : I n

+2a%y?..
4
Tam I n y—g unde fieret 6y*a — 3a3zy — 2a322 n 2a%2y? + 2y*x. quae aequatio eadem esse
a

deberet cum superiore 3% — a?y3z — a?y?2? — a*2? n 0. quod cum sit absurdum, signum
est calculi falsi. Ut tamen appareat an methodus ista valeat ad methodum tangentium

4f. n 0. (1) Dividatur per y2 (2) Ut L 8 si dividi potest erg. L 9 secundum x, (1) necesse
est dividi posse per (2) fiet: L

1 Tam supra: s.o. S. 565 Z. 11. 5 Ut facilius appareat: Das Verfahren zur leichteren Ermittlung
der Wurzeln einer Gleichung durch wiederholtes Umordnen wird in Schediasma de divisionibus, dat.
Dez. 1674 (LSB VII, 1 N.143) aufgegriffen.
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inversam; ideo aliud exemplum quaeram, in quo constat de solutione: Nimirum quaeramus
figuram, in qua crementa ordinatis reciproce proportionalia; inventum est figuram esse

parabolicam, sed investigandum hoc per eam qua nunc usus sum, analysin.

F
A% M
L
N D
B E
C
G
[Fig. 5]
FB BE E?
CEn%ﬁ-ﬁn%no%nT.ErgoFBn _Tam FB— AB ad
BE FA
BE2 2
AH n FB ad BE. fiet: — AB ad AH n ad BE n BFE ad a, sive AH n
f\BE2
a, —AB ABa
—a _  nBE-——1 2PM AB "~ BE,,—,BE—-CE,” AB — (3 si
BE n BE am £ n Yy CE, (G sive n

= ) aABB | af?
(AB™ BE — BE, AB) + BEf + CB, AB — CEf, sive 2PM n BEf + "= — | 2

1-3  Dazu, spdter erginzt: dy n e Ergo ydy n a. Ergo y? n za. Y_n [bricht ab]
Y Y

+ 0

2 inventum est: vgl. Cc 2, Nr. 832 (s.o0. Erl. zu S.555 Z.20f.).
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BE? AB 2BE — AH
sMﬂPMBEnBW+ﬂM}ﬁPMn—iiﬁ—ahmPMﬂg—ir—aﬁAHﬂ
BE? — AB 2BE? — BE? + AB BE? + AB
or Az ergo PM n + a4 M + a quae aequatio identica

BE 2BE 2BE
est, et forte servire potest ad theorema nostrum non detecta origine demonstrandum. Sed

ad methodum tangentium inversam nihil inde opis esse video saltem in hoc exemplof,] an
tamen in alio res procedere possit, non determino, quia scio esse aliquas methodos quae
in parabola ob nimiam eius simplicitatem non procedant. Imo repetito brevius calculo
superiore, vidi sic quoque rediri denique ad identitatem. Nam retenta figura novissima
a® CFE BG a? a®

ﬁ.Iamm y 5B y WsiveCErl BEi'
ex superioribus summam omnium HL aequari rectangulo ABEM (quia omnes HM
aequantur figurae AMEDA et omnes ML seu BE, figurae ABEDA). Ergo HL n BE +

HM
EMnaxzn AB :

BE BG 2 2 °
ﬁnﬁn%.ErgoHMn%ergoBEﬁ—f— nBEa:demtoBE—ﬂ

BG n Pone ML n BE. Constat

HM n differentiae inter BE ~ AB, et BC vel [ND] ~ AN. Est autem

2 BE?2’
a’xf
BE?
2 232 2
" x—( seu demto BEx— ;EﬂQ r—BEG+ aBgQ . Ergo fiet BE(G+ 61;25 n|BEx — BEx|+

a’fx
BE?
usi sumus; sed nihil inde novi duci potest. Habet problema propositum illud praeterea

+ BEJ quae aequatio identica est signum elegans veritatis theorematum quibus

difficillimum ut ne quidem ad aequationem quatuor incognitarum quae determinatione
duplici ad duas radices aequales reducatur ad duas denique indeterminatas, resolvi possit.
Una ergo superest via tentanda, quam nunc exponam.

3 est, (1) neque inde quicquam duci posse putem, (2) et L 4f. an (1) forte (2) tamen L
6 procedant. (1) Sed (2) Tamen (3) Imo L 9f. HM |aequantur streicht Hrsg.| aequantur L
11 BD L dndert Hrsg. 16 Habet (1) hoc theorema (2) problema L 17 aequationem (1) trium
(2) quatuor L 18 duplici erg. L

6f. calculo superiore: s.o. S.565 Z. 11.
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(In) problemate proposito quaeritur figura, cuius ordinatis appellatis y. productae
3

sint %. An autem possibile sit figuram analyticam reperiri quae satisfaciat, ita inda-
gabimus: Sumamus aequationem generalem, quae in infinitum continuata comprehendat
figuras analyticas possibiles omnes; continuemus nunc quidem usque ad 4*"™ gradum, ut
sit:
bat + cady + dx?y? + exy® + fy* + agx® + aha?y + akxy?® + aly® + a’ma® + a’nay +
a’py® + a®qr + adry + a*s n 0.
et ordinando ad tangentes fiet:
AbrPt+ 3eyz’t+ 2dyiat+ eyt n —Afyt—3ex yP— 242y — iy

+3ag...+2ahy .. + aky®. —3al ...—2akx .. — ahx?®.
+2a*m .. +a’ny . —2ap .. —a*nx
a’r

3
eritque ¢t n Y n —Afyt—3ex y3— 2dx*yi— ey o 4bxP43cyx®+ 2dyPz+ ey

a2
“ —3al...—2akz .. — ahx? . +3ag.. +2ahy . + aky?
—2a%p .. —a’nzx . +2a’*m . +a’*ny
— d’r

quae aequatio reducta eadem esse debet cum prima. Quodsi fieri non potest, ut singulis
terminis cum singulis comparatis et literis quibusdam destructis, ut similes reddantur
aequationes potest per multa examina iudicari. Tunc sequitur figuram quaesitam neque
2
primi neque secundi neque tertii neque quarti gradus esse posse. Si t. ponatur n o non

3
difficulter invenietur figuram esse parabolam. Sed si sit y_2 omnia difficiliora. Duo hic
a

inquirenda sunt, primum an compendiose definiri queant figurae aptae si quae sunt, ne

1f. productae (1) sint axis (2) sint L 2 figuram (1) geometricam (2) analyticam L 5f. sit:
(1) ax* + bx3y + cx?y? + rdx3 + rex?y + rfxy? + r2gx? + r?hxy + r?ky? + r3lx + r3my + r*n n 0. | Unde
ordinando ad productam axis x, fiet: streicht Hrsg.|4ax®p + 3byx?p + 2cy?xp + rfy?p (2) bx? + cx3y+
+3rd ... +2rey .. +r2hy.
+2r?g .. 4131 .
dx2y? + exy?, +afx3 + agx®y + ahxy?, + (3) bx* L 13417 +ey® (1) et multiplicando per crucem
(2) quae L 19 figuram (1) datam (2) quaesitam L 20 posse. (1) Et videnda hic (2) Si L
21 omnia |paulo gestr. | difficiliora. (1) Quod (2) Duo L
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nimis multis opus sit examinibus; deinde an ratione quadam certa diudicari possit; si in
his gradibus res non procedit, processura sit in altioribus. Interim in iis fateor exemplis, in
quibus methodus tangentium inversa per determinationem formulae propositae ad duas
radices aequales absolvi potest, exitus citius invenitur; neque tentando.

Rem autem quia calculi est prolixioris alibi absolvemus: Quid vero si constet nullam
figuram analyticam succedere, et quaestio sit an non aliqua geometrica transcendens in-
veniri possit, quemadmodum aliqua ex trochoeidum genere aut volutarum, aut helicum.

Habemus aut habere possum indices ac velut formulas omnium figurarum geometri-
carum, quaerendum an possibile sit formulas quasdam quasi analyticas dare figurarum
transcendentium.

Quod duplici modo fieri potest, uno breviore sed minus perfecto; altero tam prolixo
sed tam perfecte analytico quam possibile est arte humana. Modo minus perfecto, dum
praeter duas indeterminatas z. et y. tertia adhibetur portio scilicet quaedam curvae in
rectam si placet extensae, quae appelletur w.

Ita analytice cycloeides, trochoeides, aliaeque figurae explicari possunt. Potest et
fieri ut plures una curvae adhibeantur, ad quarum portiones referenda sit curva propo-
sita; eaeque erunt aut a se invicem independentes; aut dependebunt a se invicem; et vel
analytice vel semianalytice per methodum scilicet tangentium inversam, perfectam aut
imperfectam. Quodsi analytice a se invicem dependent duae curvae ad unam w reduci
possunt sin semianalytice reducentur quidem omnia ad unam curvam, sed si methodus
tangentium inversa est perfecta accedet alia adhuc recta incognita quae eliminari pos-
set, si posset determinari aequatio ad duas aequales radices geminate. Sed si per gradus
methodo cuius hic et alibi specimen dedi res sit resolvenda; tunc fateor omnia ad unam
curvam reduci non poterunt.

Quod si iam illam ipsam quoque curvam elidere velimus; tunc designatio adhibebitur

tam perfecta quam fieri potest. Nimirum per methodum tangentium inversam perfectam

3 per (1) aequationes (2) determinationem L 4f. tentando. (1) Quodsi iam (2) Rem L
7f. helicum. (1) Tunc scilicet praeter duas incognitas (2) Ut ergo (3) Habemus L 9 sit (1) addere
indices form (2) formulas L 20 semianalytice (1) possunt (2) reducentur L 22 duas (1) rectas
(2) aequales L 25 velimus; (1) accedet rect (2) tunc L

5 alibi absolvemus: vgl. De methodo tangentium inversa per aequ. duarum radicum aequalium
(Cc 2, Nr. 839). 23 alibi specimen dedi: vgl. Cc 2, Nr. 823 und 824.
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inquiretur in eius curvae longitudinem; et ita habebitur aequatio duarum incognitarum
capitalium, sed unius duarumque praeterea intervenientium, eliminandarum determina-

tione ad duas radices aequales.

A
B C
D
[Fig. 6]
a2
Exemplo utamur cycloeidis: Esto curva cuius ordinata 1 ——. Eius quae-
P Y VaZ — 22 b
2
a
ritur quadratura id est quaeritur curva AC, cuius [reducta] BD n - Erit
a’—x
at ) ) ) a2
- + n s°. appellando AB n xz. BC ny. BD n ———. et CD n s. Fiet
g2 Y PP Y N

aequatio: a* + a’y? — 22y% n a?s? — 5222, in qua aequatione tam . quam y. duas habent

radices aequales. Inventa y. erit arcubus circuli seu elementis cycloeidis (demtis sinubus)
respondentibus proportionalis. Cum autem impossibile sit invenire figuram analyticam
circuli quadratricem, ut alibi demonstravi, ideo nec poterit solvi hoc problema per deter-
minationem ad duas radices aequales. Tantum ergo ipsis x. et y. signum adscribendum est
quo significetur habere tam unam quam alteram duos valores aequales; et ita analytice
quantum possibile est expressa est aequatione figura circuli quadratrix, homogenea arcu-
bus, geometrica sed non perfecte analytica. Rectius forte ipsi s. circumdabitur signum,
quo intelligatur esse minimam seu proinde ea conditione accedente debere eliminari et

fiet: a* + a?y? — 2%y% n a2@ — xQ@ .

1 aequatio (1) trium et quat (2) duarum L 5 utamur (1) in cissoeide: (2) cycloeidis: L
6 cuius (1) ordinatae (2) | reductae dndert Hrsg. | BD L 10 analyticam erg. L

11 ut alibi demonstravi: vgl. u.a. Cc 2, Nr. 1102, zweite Propositio und LQK, prop. LI S. 127 {.
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Ipsius autem y. quadratorum dimidiatorum figura erit perfecte arcuum circuli sum-

2
matrix, ergo pro % ponamus za. fiet y? n 2za. et fiet: a* + 2a%z — 22202 n a? —
x? . et figura omnium z. erit arcuum summatrix. Et z n .

2a3 — 2ax?

cui si addatur va2? — x2. sinus circuli, ponendo scilicet n. elementum cycloeidis valere
z ++Va? — 22, tunc inquam fiet:

a2—x2—a4+2a3\/a2—x2—2a$2 a? — x?
nn
2

a3 — 2ax?

. in qua aequatione tam x.

quam n. duos habent valores aequales: Idque ob s. duplicato circulo inclusam subintel-
ligendo perfecta quantumlicet habebitur designatio cycloeidis per analysin. Quod si iam
cycloeidis perpendiculares quaerantur; videndum est, an per analysin istam eae possint
haberi, quemadmodum inveniuntur facile per geometriam, tunc autem determinanda sunt
omnia ad tres radices aequales, ut ex calculo patet, facta scilicet inquisitione in tangentes
Cartesii more per duas radices aequales. Quod an succedat, et an hoc omnia de cycloeide
praestari possint quae per geometriam communem; (et per consequens multa alia) vi-
cissim an alia problemata constructu difficilia difficultatesque id genus reduci possint ad
cycloeidem; videndum est et quod ad novissimum attinet, analysis ostendit viam. Nam
ipsa s. velut tertia indeterminata cogitanda est, et locus ad cycloeidem erit velut locus
ad superficiem seu tres indeterminatas. Igitur formulis trium incognitarum explicabuntur
curvae transcendentes, instar superficierum. Sed restant facienda; nimirum (1) eligendum
quando illae formulae pendent ex curvae in rectum extensione, potius quam ex quadra-
tura, (2) videndum an et quando quadraturae et alia talia problemata reduci possint ad
curvarum in rectum extensiones, (3) videndum an et quibus modis difficultas reduci pos-
sit ad seriem numerorum rationalium; seu quando figurae datae quadrandae alia exhiberi
possit analytica rationalis aequivalens, (4) an hoc modo per summas numerorum rationa-

1f. arcuum (1) quadratrix (2) summatrix L 4 circuli, (1) tunc perfecte fiet: ae (2) ponendo L
8 quantumlicet erg. L 11 patet, (1) nova scilicet adhibita incognita (2) facta L 17 indeterminatas.
(1) Videndum ergo an ex formulis istis ad (2) Igitur L 20 an et erg. L 23 possit (1) geometrica
(2) analytica L

12 Cartesii more: vgl. R. DESCARTES, Geometria, DGS I, 1659, S.40-50 [Marg.] (vgl. DO VI
S.413-424).
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lium semper problemata ista solvi possint, etsi non constructionibus generalibus, (5) an
difficultas quadraturae semper reduci possit ad simplicissimae quadraturam figurae, vel
simplicissimae curvae in rectum extensionem, (6) exemplo logarithmorum inquirendum
quomodo figurae transcendentes non replicatae ((quae methodo mea ex methodo tan-
gentium [inversa] (sed plerumque imperfecta,) pendent,)) sed gradu aequationis continue
variantes ad figuras geometricas sive etiam analyticas quadrandas possint reduci cum et
figura angulorum possit in exemplum valere.

5 inversa erg. Hrsg.
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40. SERIERUM SUMMA PER DIFFERENTIARUM MOMENTA
[Oktober 1674 — Januar 1675

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XIII 1 Bl. 223-224. 1 Bog. 2°. 4 S. Uberschrift erg. Text

zweispaltig.
Cc 2, Nr. 776

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir den Zeitraum September 1674 bis Januar
1675 belegt. N.40 ist vermutlich nach N. 38 entstanden, zu dem es aufler den thematisch bedingten
Korrespondenzen auch konkrete Verbindungen gibt: Von den Figuren A-C auf S.584f. wird nur die
fig. C' im Text behandelt; die funktionslose fig. A ist wohl eine Ubernahme der Fig. 1 von N. 38 S.423.
Auf S.583 Z.8f. sauBert sich Leibniz zur Zerlegung der Polynome 33 4+ 42 + 1 bzw. 3 —y2 +y —1; 10
dhnliche Bemerkungen finden sich auch in N.385 S.391 Z.13f. u. N.3810 S.465 Z.16 — S.466 Z.2, wo
Leibniz die zugehorigen Rechnungen durchfiihrt.

Serierum summa per differentiarum momenta

iyl
O
@) 1 é
o1t
G S
©
m 1

20 Nebenrechnung:

=

26
ggo  §
172

1

o] =

1
6
1
30 15
1
15
1
36
% addatur
1
900 fiet
1
e 20
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A 5. auferatur 6. fiet:

1 1 1 1 1
® 3 35 xu 50 90
7 15 2 40
—_— —_— _— tat .
18 216 1200 1500° Lepetatur 3
1 1 1 1 1
1 3 6 10 15
2 3 4 5
) 3 18 60 150
9 1 1 1
1 z - il Bl
(10) 3 6 15 30
1 1 1 1
11 - - - — -
(11) 0 9 15 24 35
1 62 [6 91 3
12) = |2 |2 |2 Confer 12. et 9.
(12) 3 %3 [135} 360/ 120" Ot ©

14 Nebenrechnungen zur Lesart zu Z.7:
Nicht gestrichen: Gestrichen: Nicht gestrichen:

150 6 6
E 139 97 15n135
139[/]
1 1 1 1 1 1 6|2 6 6 2
7 (11) (J)I 3 ) IE o1 5 (2)0 L 82_7§|ﬁ erg.H’r’sg.\(l)mﬁ
N
4 1204 6
3 27|19 135
9 3
() (2) 360120

1 1
7 5: Richtig wére 3 Leibniz rechnet zunéchst konsequent weiter; den angekiindigten Vergleich

der Differenzenfolgen (12) und (9) fiihrt er jedoch nicht durch, sondern schreibt die Folgen (11) mit dem

1
falschen Wert ) und (3) an und bildet die Summenfolge von (3). S.577 Z. 13 schreibt er die Folge (11)

1
zunachst wieder mit dem falschen Wert an, verbessert dann aber in —.
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1 1 1 1 1 1 1 1
3 9 15 24 35 63 80 99
1 1 1 1 1
1 3 6 10 15
R S SR AEA
3 1812 60|15 150(3016
Sit 6. in distantias a vertice fiet
(14) E 1 1 1 1 quae incipit 5
4 18 48 100 150

ut dimidia 8. sed non continuat.

Si 7. multiplicetur in distantias a vertice, fiet 3. quod significat summam summarum
huius seriei 7, aequari summae seriei @

Eodem modo si . multiplices per distantias a vertice unitate auctas seu per nu-
meros 2. 3. 4. 5. fiet iterum series @ Hinc ex serie et . iunctis habetur series 10
@. At eadem habetur ex sola serie . per marginalia notata NB. NB. Ergo ex sola

serie . etiam habetur @

1 1 1 1
3 8 15 24 35’
ab L 1 L L L
3 6 10 15 21

5 Nebenrechnung: 3

gg0  § 150
pp6

11 NB.NB.Nam (D) - @) n ® et @Dz — @z n ®z. z n 1. vel 2. vel 3.
seu distantiae a vertice. lam @x dato datur @ Ergo datis @x et @x dabitur @
Datur autem @x nam n @ Et datur @ ut constat. Superest ergo @x quam nondum
habeo. Et quae adeo pendet ex @m

6 ut (1) dupla (2) dimidia L 9 unitate (1) minutas, seu per (2) auctas L 10-12 Hinc ...

1 1 1
habetur @ erg. L 13 3 (1) ) (2) 3 L

1 1 1
5 ——: Leibniz rechnet 6 - — statt 5- —— und verfehlt so die Identifizierung (14) =

(8)-
150 900 900

N | =

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3



578 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 40

1 1 1 2

[(15)] O 2 30 0 %, ducatur in distantias, fiet
L r b 2l
12 10 [10] 21"

Hac methodo saepissime invenimus summam figurae quae datae seriei summas con-
tinenti sit aequivalens.
5 Hinc sequitur, quotiescunque serie in numeros naturales ducta figuram reperimus

summabilem, videndum an data summa haberi possit.

[Fig. 1]

Differentiae cuiuslibet figurae ductae in numeros naturales seu intervalla a vertice,
aequantur figurae complemento. Ideoque si proposita quadam serie in numeros naturales
10 ducta productum quadrari seu summari potest et summa illa a parallelogrammo isopar-

1 Nebenrechnungen:

S 91512 91
150130 % @ 360 [40
360

6 Nach possit: Imo male.

1 5
27 15

1 1 1 1
577,14-578,3 o1 | (14) dndert Hrsg.| 0 (1) (2) 21 10 | 105 dndert Hrsg. |, ducatur ...

1 1 1 1
fiet (a) (25) (b) |25 streicht Hrsg.| — — | — — dndert Hrsg.|. Hac L 3 invenimus (1) figuram

12 10 20 21
(2) summam L 9 Ideoque (1) differentiae (2) si L 10 quadrari (1) potest habetur summa (2)
511 5|1
L 12 (1) —|= (2) —|—= L
> ™ 1515 @ 15030
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allelo subtrahatur, residuum erit summa figurae quae ex datae componitur summis; seu
residuum erit summa summarum figurae datae.
Hinc porro si datae figurae differentiae, in intervalla ductae quadrari possunt, etiam

figura quadrari potest.

[Fig. 2] 5
Hinc cum seriei 0 1 1 1 i i i etc.
4 9 16 25 36
3 5 7 9 11
diff ti int 1 - — — — — te.
ifferentiae sin 1 36 i 100 900 ete

cogitentur diametro quidem applicari per numeros impares.

22 2
Area figurae erit: 1 19 16 etc. Sed si intervalla negligas, et applicata ponas ad
11 1
1.2.3.4.5. nonad 1.3.5. 7. area figurae erit 1. 19 16 Porro differentiae in 10

distantias 1. 2. 3. 4. etc. ductae dabunt:

6 cum (1) figurae (2) seriei L
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1 s > ’ Illius s a reperta, etia
— — — —. ius summa reperta, iam
2 12 36 80 P

summa 1. 19 haberi potest. Ut autem summa posterioris quaeratur, auferatur inde

[dimidia] progressio 7. seu

1 1 1 1
1 = — — —, fi
> 12 3 s
0 1 L L L t haberi potest
3 5 g ©tc- quae summa haberi potest,
. 11
ergo ad summam omnium 1. 19 etc. habendam, opus est hac summa quae supra
notata num. 7, scilicet:
] 1 1 1 ltinlicat
— — — — quae rursus multiplicata per:
6 18 40 15 1 preata p
1 2. 3. 4. etc. dabit:
1 L ! L ius habet t
3 5 10 15’ ©rgo eius habetur momentum

ex vertice.

Quadrata numerorum naturalium ducta in differentias dant duplum momentum a
vertice complementi figurae datae. Ita:

32 T 9 uctain
4 36 144 400 N
1 4 9 16 25 dant:
5 7 9
1 3 2 S i
1 9] 16

Ad habendum momentum seriei a vertice, ducendi sunt eius termini in numeros
naturales. Unde

1
2-4 inde | (1) summa num. 3 (2) |dupla dndert Hrsg.| progressio 7. seu erg.| 1 L 8 . (1)

1 11 1 1
etc. (2) — L 10 ergo (1) haec summa, 1 — — — (a) etc. (b) —. Hinc etiam summa num. 6.
(8 = go (1) 618 10 (¥ ()
11 1 1 . . . . .
7 36 144 36 (!) seu quadrata | fractionum erg. | triangularium haberi possunt (2) eius L 12f. dant

5 7 9
| duplum erg. | momentum (1) figurae a vertice, ut de (2) a vertice L 16 1. 1 | 5 andert Hrsg. | TR

(1) Si series quaedam in numer (2) Ad L 17 vertice (1) habetur (2), (a) ducendae (b) ducendi L
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1 1 .
]__6 % y dabit:
1 1

N = | =
W= O~

. Quare momentum a vertice
4 5
integrae progressionis haberi non potest. Idem momentum a vertice aliter haberi potest,
ducantur differentiae figurae in numerorum naturalium quadrata, productum erit duplum
momenti a vertice, complementi figurae, quare si dimidium eius a prismate isoparallelo
auferatur, restabit momentum figurae, et contra momento figurae reperto habetur et
summa ipsorum productorum. Momentum figurae ex axe, habetur unica tantum via, per

quadrata scilicet terminorum:

[t

8
g|"‘ ’S|’—‘ ©Ol— =

[Fig. 3]

Videndum est an ex figura proposita alia fieri possit regularis basi quoque in partes

aequales secta certisque accessionibus et diminutionibus; quod statim ostendit aequatio:

3
a a . . .
Nam — ny. Ergo a\/— n x. Sed vereor ut hoc in numeris serviat.
€ Y

Porro quoniam ad summam quadratorum omnium fractionum habendam, sufficit
haberi momentum fractionum triangularium, patet centrum gravitatis triangularium de-

2 momentum (1) eius (2) a vertice L 4 in (1) numeros na (2) numerorum naturalium quadrata,
(a) habetur etiam resi (b) productum erit (aa) dupli (bb) duplum L 5 eius (1) ab altitudinis (2)
a prismate L 10 possit (1) rationalis (2) regularis L 14-582,1 desiderari (1) Invento centro
gravitatis habetur area figurae, modo et detur mo (2) Invento ... dividatur (a) figura (b) momentum
(aa) ex (bb) per L

14 centrum gravitatis triangularium: Der gesuchte Schwerpunkt existiert nur fiir endliche Partial-
folgen, so daf die weiteren Folgerungen bis S. 582 Z. 13 nur fiir solche Folgen gelten.
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582 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 40

siderari. Invento centro gravitatis dividatur momentum per distantiam, et habebitur area

figurae.

Data summa quadratorum fractionum naturalium, datur et triangularium et contra.

1 1 1-— 1
(1) - — ne) Vg~

y 14y y:+y Yy +y
FERRTEN v e e

5 — — sive
v oyt 2+l yt+2y° +y?
y+1 Y . 1 Y .
= sive (6 + sive
N e W2 ]2+ 2y +1 O e Tty
1 1
7 + . Ergo habetur summa, nempe
()y3+y2 RN P
1 1
8 — + ——. Idem aliter resolvi potest, in
()y+1, v y+1,07y P
2 1
9 + .
()y3+2y2+y y* + 2y3 + y?
10 Si facias ab initio (10) ———F—— — — fiet: (11) — ~5» quod rursus
v =2y+1 y vy =2y+1,"y
1 1 2

, vel in (13)

in duo resolvi potest: (12) =~ + = -
y—1"y* P2+ 17y v-2y+1,"y
1
yP-2y+ 1,7y
Quare si unius ex partibus 8 et 9 haberi potest summa, etiam alterius haberi poterit.

(14) —— = n G AL CT n (15) v+l
v+l 2 4+2y+2 0 yr+1," 2y 42 241" y2+2y+2
15 summabilis. Dissolvatur, in

~ 1 1
6 y2, erg. Hrsg. 7 (7 + andert Hrsg.|. (1) Horum ergo duorum (2
()y3+y2 |y3+2y2+y @ ®
Ergo L 8 (8) LI ! indert Hrsg.|. (1) Fiat ! L habebi
rgo andert Hrsg. |. iat ————— — —, habebimus
& y+1L7y2  y?+1,0,7y2 I y2—2y+1 y?
eodem modo ——————— fiet: ——————— (2) Idem L
y2—vy,0 y3 =2y 4y

15 Dissolvatur: Die folgende Zerlegung ist nicht zuléssig.
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Y y+1 1 .
16 + = + = , sive
(16)] v+ 1Ly*+2y+2 [ y*+ 1, Ly+1,DJ} yv+1, y+1
Y 1
17 + .
)] Y2+ 1,92 + 2y +2 v +y?+y+1
Aliter:
1
2 2
1 1 v+ —y7 )+ 2y — (2
[(18)] sive [(19)] , unde

2 —2y+2 y2+1 2 —2y+2 "y 41

29 —1
[(20)] E— i SRR ESE quae quantitas dissolvi potest in has duas:
y 1 : y
2 = — = , sive ~ —
) v¥-2+2," P+l y-1L7 41 v -2y+2 P+l
1

v-yr+y—1
Hinc patet ut obiter dicam quantitatem hanc 32 +¢?+y+1 vel 3> —32+y—1
duos habere divisores: Prior enim fit ex y?+1, " y+1 posterior fit ex y?[+]1,” y—1.

2

a
fyz pendet ex quadratura hyperbolae, demonstrari potest, ex serie eius quadra-
a Y

trice per regressum.

] 5 _ T
y—y ty —y
b2 bt b5 B8

2 4+6 8

11 1 1
Nam est etc. Unde 371 + 6 8 at hyperbolae numerus

11 1 1
quadrator est: 175 + 37T Patet ergo duplicatam esse hyperbolam figurae propo-

sitae. Attamen fatendum est ope collationis numerorum vel serierum quadratricium, non

1 1 1

2 I
y2—2y+1 ()y2—2y+1 y?

1
1-6 Zdhlung (15) ... (20) L dndert Hrsg. ~ 3f. Aliter: (1) — —
y

1
ny? —y? 42y —1(3)|(17) dndert Hrsg.| - L 9 — L dndert Hrsg. 10 potest, ex
ye—2y+2
(1) numero eius (a) characteri (b) quadratoris (2) serie L 14 numerorum | quadratorum gestr. | vel
L

5 dissolvi potest: Die folgende Zerlegung ist nicht zuléssig. 8 Hinc patet: Ahnliche Aussagen
in N.382 S.391 Z.13f. u. N. 381 S.465 Z.16 — S. 466 Z. 2.
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nisi totorum, at non et portionum respondentium collationes institui: Indicio sunt tamen.
) L b2 bt S B . b b b bt

At geometria ostendit etiam — — — — — — — inveniri posse ex - — — + — — —.
2 4 6 8 1 2 3 4

Et hinc iam lux habetur praeclara, stabiliendis per inductionem regulis de ratione

totorum inter se ex variante in infinitum, sed regula certa partium ratione.

fig. A fig. B
l
X X
g
N l
yla W SWw y
g

[Fig. 4] [Fig. 5]

2
3 de (1) collatione totorum ex (2) ratione L 4-585,3 partium ratione. (1) % pendet ex
y2 —a

3 3
quadratura hyperbolae. Fiat: a_2 n x. Unde a3 n xy? (2) a_2 ny. (a) Unde a3 n x%y. sive +2%1 n —x/éy.
Yy X

_ 3
sive 10— sive I n a? (b) Unde L
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fig. C
M G
F x
z D N
g E
R 7
L
l
[Fig. 6]

3

a_2 ny. Unde a
x

31 22y. Unde —241ly n aty. Ergo 21 0 seu I n _73: Si fecissemus

—méy N 2¢ly idem habuissemus.
lw n yg. At summa omnium yg aequatur figurae, summa vero omnium lw, aequatur
. . . . Tw
in nostro exemplo, vid. fig. C. aequatur inquam summae omnium — at summa om-
2
nium zw aequatur figurae in hoc exemplo, in aliis figurae complemento. Ergo hic summa

omnium aequatur figurae dimidiae. Sed haec ita explicanda sunt. Sumatur portio

quaedam curvae, EF'L. Unde rectae demittantur perpendiculares in oppositas directrices

EG, ED et LH, LM. Dictum est summam omnium [w (seu )

nium y, seu spatio LHDFEL. At constat omnium zw summam aequari spatio LM GFE L.

aequari summae om-

6 in (1) fig. B (2) nostro L 6 omnium (1) —? (2) ? L 7 figurae (1) complemento,

et figura omnium —xw (2) in L 7 hic erg. L 10 LM. (1)) Aio patet (2) Dictum L
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Ergo omnium summa aequabitur dimidio spatio LM GFEL, at eadem aequatur spatio

LHDEFEL, ergo spatium LMGEL, est duplum spatii LHDEL.

Distinguamus unumquodque horum spatiorum, in id quod cuilibet proprium, et id
quod utrique commune est; punctoque intersectionis rectarum DFE, et LM, appellato NV,
commune erit utrique spatium LN EL, quod vocabimus &a, et spatio LM G E L proprium
erit rectangulum NG, et spatio LHDFEL, proprium erit rectangulum DL. Recta autem
DH appellata z. et DE appellata e. erit rectangulum DL n zy et rectangulum NG n
e —vy,  x— z. Ergo spatium LMGEL n a,, +e—y, " x— 2z, et LHDEL n &a + zy.
Ergo &a,, +e—y, = x — 2z n 28a + 2zy, sive £a + ex — ez — yr + yz N 28a + 2zy,
sive ex —ez —yx N €a + zy. Et £a N ex — ez — yx — yz sive rectangulum DG, demta
rectangulorum HM et [HN] summa.

Ipsam F'D appellemus w et erit z n x — w, fietque: ex — ex + ew — yxr —yr +yw n €a

sive ew — 2yz + yw n £a. Ad €a addatur HM n yz, itemque NG 1 ew — yw, fiet spatium
ad ad 2a3 o

LHFGEL n 2ew—yxz. Et pro y ponendo —, pro e ponendo —, fiet: — — —. Auferatur

x w w oz

3 a3 3

inde F'F, seu ew, seu e fiet: — — e aequalis spatio LHDFEL. Quod si ad £a addatur
w w x

. 2a® 2d° . . e at
NG fiet: 2ew — 2yx, sive — — —— n spatio LM GEL. Unde si aequatio fuisset — ny
w x x
f a®  a® 3a®  3a3
et puto F — 57 item F — ?

y+a = y+b T y+c n 0.
Unde > 4+ a y 4ab"y+eny® + a 3> + ab y + aben.

+ b . + b .. + ac
+ ¢ .. + b
3 3 3 3 3
a a a~r —a w za
15 Zu — — — , vel —
w o wx x? — [Z)x
7 DL n zy (1) —ez sive zy — ze, (2) et L 11 DM L dndert Hrsg. 12 FD |appellemus

3 3
streicht Hrsg. | appellemus L 13 ew — 2yx + yw n €a. (1) Pro y ponamus a—z, et pro e ponamus a—2,
x w

3
2
fiet: = — = (2) Ad (a) x (b) Ea L 22 w L andert Hrsg.
w
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1 1 1 1 1 b+a 1 be+ac
—+ — + — summetur. — + - N0 ——, +— N .
a b ¢ a b ab c abe

Hinc si series quotcunque fractionum numeratorem constantem habentium ineunda

sit: aequatio fingenda est cuius incogniti, seu radices fingantur ipsi nominatores. Summa
eorum erit terminus secundus: summa rectangulorum sub ipsis terminus tertius: [factus]
ex omnibus terminus ultimus. Sed ut cum aliis terminis nihil sit nobis negotii, fingenda
est aequatio, quae non habeat nisi terminos maximum qui tot est dimensionum quot sunt
nominatores seu quasi-incognitae, secundum qui est summa nominatorum, tertium, qui
ignoratur sed qui velut cognitus consideratur, qui est summa fractionum, per ultimum
multiplicatarum; et ultimum qui est factus ex denominatoribus. Sed ista aequatio fateor
intractabilis est: Interim synthetica methodo serviunt ista ad inveniendas summas; v. g.
si sit:
y1% 4+ 1000y * * * 4100y n 100, 000.

Hoc modo summa omnium fractionum quarum nominatores sunt radices, numerator

100 1
100,000 vel 1000° Sed et secundus terminus omitti potest. Addatur aliquid

radici, seu pro y. ponatur z + 1. et habebitur omnium aliarum combinationum nempe et

unitas erit

solidorum ex omnibus radicibus etc. summa.

a
g etc.
b m
h S
c n
) t
d 0
k v
e P
l w
f q
f x
0 f
0 f
0
0
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Ponantur termini inter a. et f. finitas quantitates interiecti infiniti, continue decres-
centes, sed incremento tali, ut nunquam infra f descendant, quemadmodum cogitare
possumus fieri, si a, ponatur esse circulus, et f. cogitetur esse quadratum inscriptum, e.
octogonum inscriptum, d. hexdecagonum etc.

Videndum est an differentiae [.k.i. etc. ad certam seriem vel progressionem revocari
possint, quae sit summabilis. Eius seriei summa aequabitur circulo. Idem est in circum-
ferentiis polygonorum:

E F
B,
‘

[Fig. 7]

Ostensum est ab aliis si AE tangens arcus dati AB sit z , AF tangentem arcus dupli
2a°z
AC fore —— - Hinc patet semper rationalem esse tangentem arcus dupli si rationalis
a? —x
tangens arcus dati. Ponatur iam arcus datus esse infinite parvus, et tangens eius esse (.
2a°p
a2 — 32
4a4ﬁ2
at — 2a2(2 + B4

2a? 20% "
Tangens arcus dupli erit 2752 et tangens arcus quadrupli erit:
a2 —

2

587,2 series (1) progressionis harmoni (2) quotcunque fractionum (@) nominatorem (b) numerato-
rem L 587,3 cuius (1) | terminus streicht Hrsg. | ultimus (2) incogniti L 587,4 summa L dndert
Hrsg. 587,6f. sunt (1) incognitae (2) nominatores L 587,8f. fractionum (1) et ultimum qui est
(2) per ultimum () divisarum (b) multiplicatarum L 3 esse (1) circumferentia (2) circulus L
6f. in (1) polygonis (2) in (3) circumferentiis L 10 esse (1) pars (2) tangentem L 11 iam (1)
tangens (2) arcus L

9 ab aliis: vgl. J. PELL, Controversiae de vera circuli mensura ... pars prima, 1647, S.13 u. S. 47
bis 60, wo zehn Beweise von verschiedenen Mathematikern abgedruckt sind; der Satz wird mit Hinweis
auf die vorliegenden Beweise analytisch bewiesen bei Fr. van SCHOOTEN, Tractatus de concinnandis
demonstrationibus ez calculo algebraico, 1661, DGS 11, S. 366-368.
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atque ita crescendo in infinitum donec ad certum perveniatur terminum, qui sit v.g.
quadratum circumscriptum.

Haec fere gemina illis quae alibi etiam de exprimendis ordinatis curvarum dixi.

Progressio: L. + o1 + 1_1
1 3 5 7 9 11
2 2 2
3 35 99’
1 1 1 1 1 1
Sit iam 3% + -9 + 113 fiet
2 2 2
15 63 143
Ergo g+g+3 etc.,, + ererl etc. n 1.
3 35 99 ” 15 63 143
. 1 1 1 1 1 1 1
Sive g—l—ﬁ—k%—i—@—i—%—i—metc.ng
1 1 1 1 1 2 2 2
I_§+g_?+§_ﬁetc g—i-%-i-@etc.
quia n
1 1 1 1 1 2 2 2
+§—g+?—§+ﬁetc. 1——1—@—1-@3@1;0,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Eodemmodo.:j 5—14-5—6 ?_§+ 510
facit: 1 * € 1 1
2 12 30 56 90
At l—l—kl—l-l—l—l-i-l—lﬁ-i——etc n
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 1 1 1 1
6 20 42 72 110°

1
14f. 50 (1) Eodem modo (2) At L

3 alibi: Approzimatio ad mensuram circularem geometrica, LSB VII, 1 N.62 S.71+73, wo fast
das gleiche Differenzenschema wie S. 587 Z.18-32 auftritt.
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Ergoiungendo:1+1+i+i+i+i+ietc.|'| 1
2 6 12 20 30 42 56
et 1+1+1+i+i+i+ietc.n2.
3 6 10 15 21 28
Quod verissimum.
1 1 1 1 1 1 1 1
) 2 2 2 2
0 8 48 120 224
1 1 1 1
4 24 60 112
1 1 1 1 1 1 .
Tam - — = - - — — — — ete. facit
4 6 8 10 12 14
2 2 2
— — — ete.
24 80 168
Ergol—l—i-l—l-i-i—i—l-i——etc. 2 + 2 + = + 2
2 4 6 8 10 12 14 16 8 48 120 224
10 n
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2
1T ets 0T utn 1 Ts Tios
Ergozlﬁ—i{—ki]—l—i{ﬁ—i} —S—L —S—L etc. nl.
8 24| 48| 80| 120 168 224 4
Tam ! +i + == +i +—= +Letc n=
3 15 35 63 99 143 2
Et +1 +i {+1} {Jrl] {+1} ete. n —
8 24 48 80 120 4
15 Ergo l-i-l -l—i —|—i -i-i {—Fi}—&-i[—l—i]—ki[—i-i}—i—ietc n-—
38 15 24 35 48 63 80 99 | 120 143 4

12 +— erqg Hrs 12 +— e Hy 121 — (1) (Q] d 1 -+ -+ (2)1 L
. g. qg. g. . . are daenique: am

U+t et o Ly L Gndertrsglete. I 15 = (4= 424 4 Ly L Gnden
. - = - anaer 78¢g. | etc. — — — R —_ _ ander
24780 ' 168 ' 224 g 3580 ' 63 168 99 ' 224

1
Hrsg.| +— I
rsg- 1 113
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Superest ut quaeramus summam huius seriei,

1 o1
3 5 7 9 11 13
—_—— —— ———

L2 2,2 2 L2 1 22 2

15 35 63 99 43 3 15 "7 9%
o L L 1 1111 enZ 2,2 1
g0 —— —+———+-—etc.N=-——+-——cetc. N —+ —+ — etc. ——.
75735 "63 99 1436 57T 95 T 63 T 13 Y 6
E 1|'|1—i—1—i-1—&-1—|— L t

rgo - nN—+—+ —+ — 4+ — etc.

86" 15 735 " 63 99 143 O
E 1+1+1+1+1+1tn1+1r|3n1tt
rgo-+—+—+—+—+-—etc.n-+-n-=-n-= nte.

803 T 15735 763 99 143 g Ame

Nota si oy o b b e multiplicent 2
ota S1 1 3 6 10 15 etCc. mu 1plcen ur per 8,
fiet: g + z + 3 + z —i—ietcseu

' 8 24 8 80 120 ¢

2 2 2

etc. quod iterum ad demonstrandam aliter

9—1+25—1+49—1

huius quoque seriei summam servit.

1 1 () + 208+ 51-v7) N
— - n = summabilis. (1)
v oyt 2yb+ 52 y 428+ 02,7 y?
2,2 2
1 1 -y — Y+ 2y6+ 8
— summabilis. (2)

e — |-I P~
y:—2yB+32 vy Y2 —2yB+ 32,7 y?

Tungantur 1. et 2., ac primum addendo, fiet:

1 1 1 1 1 1 1 1
1f. iei (1) 15 (2) — — (3 d si 1 1 - - = - - = — - —
seriei (1) (2) = 63 (3) Quod si ergo vel (4) 3 5 + - 5 m 3 (a)
N N N ——
1+1 l+l 1+ 1 I'14 1+1 1 " (b)1+2 2+2 2+ 2 r_|2 1+l 1
—— =4+ —=——-—4+-—n=-—-+4=-—=etc. ——— 4+ ——-—=4+-—nz—-=-4=-—-=
15 35 63 99 143 3 5 7 9 15 35 63 99 143 3 5 7 9
1 1 1 1 1 1
tc., 2 (aa) demto (bb)n (5) = — = + = — - + — — — L
e (a0) demto (b)n () 5 = 2+ 7~ 9 Y 1 T 13

N~

12 (2): Auf der rechten Seite der Gleichung miifite im Zihler —3? stehen. Leibniz rechnet konse-
quent weiter, der Vorzeichenfehler beeintrachtigt die Uberlegung bis S.592 Z. 3.
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2y8 + 82,7 v% " vA(=2uB)+ B2+ + 2B+ 8%y TP+ (+2y8) + 52
y4’ , ~ y4 + 262y2 + ﬂ4’ _4ﬁ2y2
dyB+25° " y* " y* + B
y@z’n y2[+252y2]+ﬂ4[*462y2].
—2p%y?

Tungi possunt et subtrahendo, et fiet 7
Y

sive

498, "~ 2y + B
oyt =207y 4 B

cuius seriei datur rur-

Sus sumima.

L1 @Y 11 B+

y y+B8  y+By  y-8 y  y-PBy
[ﬁzﬂ[—ﬂzy} + ﬂy2[+52y]} 20y* 23
Tungantur addendo, fiet: y .
° yt — PPy y? — (2
3.2 2 2 2 932
Tungantur subtrahendo, fiet: By +€ y Jrf 32/ + 57y n %
yt =Py Y’ =Py

Hui fei & + ! + ! + ! tc. habet it hui

uius ergo seriei — + = + — + — etc. habetur summa, item huius:
& 378" 15 24 ’

1 1 1 1 1 1 1
— 4+ — 4+ — ete. [© 1 - = =

6 Tar e o DO g 5 g

10 pyramidalium, nimirum omnes numeri cubi radicibus minuti sunt senarii, et divisi per 6.

, quae est series [reciprocorum]

dant numeros pyramidales.

1 1 1 1 3
i1 Tootn Toweor Toasog e g
Tam L n 1 + i i + i etc.
4 -1 4 16 64 256
1 1 1 1 1
Qj n 5 + 8_1 + @ + % etc.
1 y+b—y b

1
5 Nebenrechnung: — — n n
g y y+b  y:4+by oy +by

9 76 erg. Hrsg. 9 reciprocorum erg. Hrsg.
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Omnes ergo omnium fractionum potestates exponentium parium simul sumtae ae-
quantur tribus quartis.

1 1 1 1 1 1
3 6 9 o1t n T 1
3 3 3
18 108 270
1 1 1
6 36 9 i
1 1 1 1 1 1
6 9 "1 T BT ® T o:;
3 3 3
54 180 378
1 1 1
s 50 l—%etc.
Ergol_1+l_i+i—ietc. li—etc.
3 6 9 12 15 18 6 36
M 10
1 1 1 1 1 1 1
+6—§+E—E+Eetc 1—8@%8’%
Ergol—l—i—i-i-&-i—i—i—i-L etc.|‘|1
6 18 36 60 90 126 3
1 1 1 1 1 1 2
54’@"1‘@“!‘@4’@4—@ etC.I'Iget
%+ % + % +1i0+%+ % n 2, ut dudum scimus.
1 1 1 1 1 1
Sed 1 ~ 1 + - E‘FE - Eetc. 15
3 3 3
i 5 208 etc.
1 1 1 1 1 1
R S TR T TR TR
3 3 3
%8 130 301 etc.

1 omnium (1) totius (2) rerum (combi) (3) fractionum L 13 6 L dndert Hrsg.
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Und L + ! + ! + ! + ! + ! n L
nde — 4+ —+ —+ — + — + — -
4 28 70 130 208 304 3
1 1 1 1 1 1 ; 2
- = = — —  —etc.n |2
2 14 35 65 104 152 3
Series quadratrix w1 Ponendo y esse numerum imparem, erit differentia:
Y2 —
1 1 16y + 16
— , seu .
4y? —1 4y? + 16y + 15 16y* + 64y + 60y? — 16y — 15
3 3 2423
5 Si invicem addantur 2a 5 et 2a 5, fet: f o 1.
a”+y Y- —a Yyt —a
L a’ a® [2]a® )
Si invicem addantur et , fiet: ———. Qua habita habetur et
a2 + 32 a2 — 2 at —yt
at - Yty 4yl 4 yl0 .
a4—y4’mel i T T ete.
5 9 13 17
2 2_ .4 6 4 2
lam — Y 5 y oy Y etc. Addendo ergo Y , et Y summa
a’>+y 1_1+l_l a* —yt a? + y?
3 5 7 9
292 1 1 1
omnium fiet: % n 3 + - + I etc
Y2
10 Quld si sit: m nox, fiet:
2 2 2~ 2 2 2 O ~ 2
va ay[+1y4, yra  2ay[tly LM AL
a a a
a? .
m quadrablhs.
2 % L dndert Hrsg. 4 ! , (1) differentia (2) seu L 5 a3 erg. Hrsg. 6 2

T 4y2 4+ 16y + 15
erg. Hrsg. 9 2y* +a%y? L dndert Hrsg. 11 — L dndert Hrsg. zwetmal
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1 - 1
dy2 —1  2y+1,2y —1°

1 1 n+8y+3+1ﬂ

+

Cd4y?,42,2y,2,+,4—1 0 421

2y + 2[2] — 4y? 2y +2,4+2y,, " 2y +2, —2yn8y+4

y+ 22 — 4y n 2yt 2 A2y, 2y +2 72y NSy tA g gatur per 2y+1, tam
2y+2a71w4y271 2y+2’71’74y271

4 4

nominator quam numerator, fiet: ——— n
q ’ 2y +22,-1,,2y -1 2y+1,2y+3,2y—1

] quae

ducta in 2y + 3. distantiam a vertice aliquo, dabit: . Et quadruplum summae,

4
492 — 1
habetur ex ductu hoc differentiarum. Cum aliunde constet hunc ductum dare eius com-

plementum, unde videtur aliquid duci ad summam seriei huius quadratricis ineundam.

2 6 10 14
1 1 1 1

1
33 99  [195] 323

Esto y numerus impar, erit mtermmus seriei quadratricis.
Y

1 1 1 1 1
n . (1) - (2) — + n
2y + 1,2y — 1 4y2 42,2y, 2, +4,—1 4y? —1 4y2, +2,2y,2,+4, -1  4y2 —1

+8y+3+1 2y + 2[2] — 4y? 2y +2,,+2y,," 2y —2,—2y n 8y + 4
" 2y +2[2],-1,, 4y2 — 1 " 2y +2[2],-1,, 4y2 — 1
4
2y + 2[2],-1,," 2y — 1 :
1 (b) multiplicetur per 2y + 1, fiet (3) |— ! + ! n
2y +1,2y + 3,2y — 1 4y2, +2,2y,2,+16, —1 4y2 —1
+8y+15+1 2y + 2[2] — 4y? 2y +4,,+2y,,” 2y — 2, -2y n 8y + 16
: 2y +4[2], -1, 4y2 —1 : 2y +4[2], -1, 4y2 —1
4 4
2y +4[2],-1,," 2y -1 : 2y 4+ 1,2y + 3,2y — 1

1-4

(a) di-

vidatur per 2y + 1, (aa) fiet (bb) tam nominator quam numerator, fiet:

andert

Hrsg. | dividatur per y + 2, fiet gestr., erg. u. dndert

Hrsg. | quae L

6 aliunde constet: Leibniz verwendet den Satz bereits S.578 Z.8f.
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596 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 40

1 1 1-— 1
—— n Y _; Y n— . Sed quia differentiae ipsarum y sunt 2; sic potius
y y=1 ¥+l P+
. 1 1 . . 1 1 2y+2 -2y 1 .
faciemus: — — —— vel potius denique: — — et: 5 n-— , cuius
Yy y+2 2y 2y+2 4y? + 4y 2y 4+ 2y
1 1 (2y—2yj+2 1
dimidium ———. Vel ita: ——n cuius dimidium: ©@———
4y? + 4y 2u—2 2y dy? — 4y 4?2 — 4y
1 Ay?(+4y® |+ 4y* —4y° 1
addatur ad ) fiet , sive cuius duplum Q—.
4y? + 4y 16y4 — 1632 292 — 2 -1
. ) +4y? |+ dy | —4y? |+ 4y )
Contra si alterum ab altero auferatur, ) a ®, restabit cuius
16y* — 1692
[duplum]: & 3 . Cuius seriei habetur summa. Addantur hae duae series, @ et &, fiet:
Y3 —

595,9 Nebenrechnungen:

Zur Lesart, nicht gestrichen: Zum gultigen Text:
14 5 18
14 14 18
756 295 § 19 144
14 135 18

1 1 1
595,9f. i | 295 dndert Hrsg. | 323 (1) Multiplicentur ista per 3. 7. 11. 15. 19. (2) Esto L

1 2 1
1 1 L dndert Hrsg. zweimal 3 ———. (1) Unde auferenda a (a) (b) ———, restabit
4y2 + 4y 4y2 — 1
! R 0 L 6 L S &(Hy) + 4% 4]
- (2) Vel L 4 fiet (1)
4y2 —1 4dy? + 2 16y4 + 8y2 — 2 16y4 +4y2 —2 16y4 + 16y2
—4.
ve (@ 5 ) L ) ¥ ius dupl i el 1 Contra (2)
sive (a ¢ cuius duplum erit: ,ve - . Contra
2y2 +2 2y2 12 P v F1 Y F1
4y (+4y) + 4y*(—4y)
5 si (1) addantur simul, fiet: (2) alterum L 6 quadruplum L dndert
16y* + 16y?
Hrsg.
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N. 40 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 597
1 1 1 —1 1
y3+ ~— n— . Contra si altera ab altera auferatur, fiet: yg n— .
vy y—-L y oy - v -y oy ty
1 1 1 1 1 1
442 943 4-2 9-3 16 —4 25—5
1 B kS 1 1 ) )
6 12 20 2 6 12 20
b L 2+2 1
4 -2 4+2 16 — 4 3
1 1 9)+3(=9)+3 1
9-3 943 81 -9 12
B _8 I
16 —4 16 +4 256 — 96 32 -2 30
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598 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N.41,

41. AUS UND ZU GOSSELINS DE ARTE MAGNA
[Oktober 1674 — Januar 1675

Leibniz hat — vermutlich wéhrend seines Aufenthaltes in Paris — ein Exemplar von G.
Gosselins De arte magna, Paris, 1577 erworben, das sich heute in der Niedersachsischen Lan-
desbibliothek Hannover befindet. Oben auf dem Titelblatt steht ein Eintrag von fremder Hand:
»ex lib: Jacobi Michelet de La Cheuallerye. 9. n°. 109.¢

Die gestrichene Marginalie auf fol. 111r° (= S.599 Z. 13-22) diirfte unmittelbar vor N. 415
entstanden sein, wo dieselbe Rechnung korrekt durchgefiihrt ist (= S.602 Z.4-16). Dies kann
frithestens im Oktober 1674 geschehen sein, da in N. 415 auf das datierte Stiick N. 3816 verwiesen
wird. Das Wasserzeichen von N. 415 ist fiir September 1674 bis Januar 1675 belegt. N. 415 mufl
vor dem 3. Marz 1675 entstanden sein, da es in dem datierten Stiick N. 445 erwéhnt wird.

Dem Text Gosselins ist die Blattzdhlung der Ausgabe von 1577 in eckigen Klammern vor-
angestellt. Die Marginalien von Leibniz werden als Fufinote wiedergegeben. Marginalien, Kor-
rekturen oder Unterstreichungen im Inhaltsverzeichnis sowie auf fol. 4 r°=71r° 91r° 111r° u. 25v°,
die von fremder Hand stammen oder Leibniz nicht eindeutig zugeschrieben werden kénnen, sind
nicht wiedergegeben.

41,. HANDEXEMPLAR

Uberlieferung: LiH Marginalien in G. GOSSELIN, De arte magna, Paris, 1577: Niederséichs.
Landesbibl. Nm-A 317
Cc 2, Nr. 00

[fol. 5v°)

Theorema nostrum ad rationem vestigandi lateris Cubici. Cap. VII.
Si numerus in duas partes quascunque secetur Cubus totius aequalis erit Cubis par-
tium; et facto ex triplo uniuscuiusque partis in factum ex una in alteram, ut 8 dividatur
in 5 et 3, Cubus 8 est 512: Cubus 5. est 125, Cubus 3. est 27, factus ex 3 in 5. est numerus

245993 a+b°nad+b+3ab " a+bna®+ 3a% + 3ab? + b3 vel n a2, "
a+3b,,+b%, " 3b+a vel na,” a®+ 3ab+ 3b%,+b3 vel n a3, +b,” 3a% + 3ab + b>.

6 Jacobi Michelet de La Cheuallerye: nicht ermittelt.
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15, qui ductus in triplum 5. hoc est in 15, facit 225, idem numerus 15 ductus in triplum
3 hoc est 9 efficit 135, quae omnia simul sumpta aequalia sunt Cubo 8, nam 125, 27, 225,
et 135, faciunt 512.

[fol. 11r°/v]

De Proportione Arithmetica. Cap. IX
Dato latere vestigandi cuiuscunque Polygoni
generalis ratio et facilis.
Auferemus 2 ex numero Polygoni, auferemus et monadem a latere, tum residuos

hos numeros multiplicabimus invicem, facto addemus 2, summa haec ducta in semissem,

10-600,3  Gestrichen:

15f (1) =2y —2 (2) —2y+2 L
+b..4+b +b..—b

18 +b: Richtig wére —b + 4; Leibniz erkennt den Fehler, korrigiert unvollstindig und streicht die
Marginalie. Richtig durchgefiihrt ist die Rechnung in N.415 S.602 Z. 4-16.
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600 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N.41,

vel contra semissis lateris in hanc summam, facit polygonum quaesitum. Atque hanc a
se excogitatam rationem demonstravit Vir Doctissimus M. Bressius Professor Mathema-
ticus.

Vestigemus triangulum ab latere 6, quia triangulum habet tres angulos, subductis 2
restat 1, deduco etiam 1 ex 6, restat 5, quem multiplico in 1 residuum angulorum fit ipse
5, cui addo 2, existit 7, hunc multiplico per semissem 6 lateris, hoc est per 3, exurgunt
21, triangulus ab latere 6.

Vestigemus Pentagonum ab latere 6, deduco 2 ex 5 numero angulorum, restant [3],
deduco 1 ex 6, supersunt 5, residuos hos numeros invicem multiplico, 5 in 3, fiunt 15,
addo 2, existunt 17, quae multiplico per 3 semissem 6 lateris, fiunt 51, atque tantus est
Pentagonus cuius latus est 6. Idemque de reliquis esto iudicium.

811
5-2n3nb—2
y—1
~ ~Y
Yy — 17 b— 2) +27 ) E
C
2
yc — ca + 2a
y
2
yic—ca y
+ 242
2
8 2 H andert LiH
2 demonstravit: Beweis von M. Bressieu nicht gefunden. — Der Satz ist bereits bewiesen in Di1o-

PHANT, De multangulis numeris, prop. 8.
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41,. DE SUMMA FRACTIONUM QUARUM NOMINATORES NUMERI
POLYGONI

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 IV 17 BL 10-11. 1 Bog. 4°. 2 1/2 S. Bl. 11v° leer.
Uberschrift erginzt.
Cc 2, Nr. 756

De summa fractionum quarum numeratores constans;

nominatores numeri polygoni.

Ex Gosselino De arte magna sive algebra lib. 1. cap. 11 [!]. Dato latere vestigandi
polygoni ratio generalis ac facilis.

Auferemus 2 ex numero angulorum; auferemus et monadem a latere[;] residuos multi-
plicabimus invicem; facto addemus 2; summa ducta in lateris semissem, dabit polygonum
quaesitum.

Alum

V.g. vestigemus a latere 6, quia triangulum tres habet angulos, subductis 2

- . 6
restat 1; ex 6 aufer 1 restat 5. Iam 5~ 1 n 5, adde 2, fit 7, multiplica per 3 n 3, fiet 21

triangularis numerus quaesitus.

Ego id analytice ita enuntio: Si numerus angulorum sit b, latus sit y. Erit polygonum

— 2ay? +4a’y
+b . —ba .. "y

5 sive b—2,"y—1,,42,,, 3

8 Ex Gosselino: De arte magna, 1577, Buch 1, Kap. IX, Bl. 11r° [Marg.]. 16-18 Erit polygonum:
Leibniz berechnet hier die allgemeinere Formel ((b — 2a)(y — a) + 2(12)%, in der a fiir die Einheit steht

(vgl. N. 36 S.366 Z.2f.).
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602 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N.415

Si esset —y%+ely+el® — Fe? iniri poterit summa, fractionum ab ipsis denominatarum,
a

ut alibi a me inventum est. Sunt autem e. a. (3. datae; iam ut termini ubique conferri

601,18 Nebenbetrachtung:

b—2

5 y—1

—2y +2

+b..— b

_ t2

—2y+4

10 +b.—b

Y

2

—y? +2y

b b

+o -

—36) +12

15 54437 18] -9
/
4

2 datae; (1) |iam streicht Hrsg.| termini conferantur, fiet: —2a+b n 2e et e n

-9 +6
3 A 3 A 27—-9 1
+-79 -—="3 n—no9
2 2 2 2

L 14-16
(1)

18 +3 n21

3—-2n1
6—-1nb

—2a+b

(2) iam

(2) —36 L

(G )
7/

7
18

2 alibi: N.3816 S.532 Z.5 — S. 533 Z.6.
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possint scribatur: 2ez? + 2elz + 2el? — 283e%. Et in polygono pro y. pone z + f. fiet
y?> n 2?2 +2fz+ f? et iam ordinando:

— 2a2® — Afaz — 2af?
+  b. + [2bf. + bf?
+  4a®.. + 4d®f
— ba.. — baf .
Conferantur termini terminis: e n “2at b. ln —4fa + [2bf +4a® — ba-
2 2en —2a+b

[2e]i? m —2af? 4+ bf? + 4a®f — baf + 2[3e?. Quibus valoribus inter se iunctis habebitur
valor ipsius f. pariter et [. Quibus obtentis poterit inveniri fractionum omnium a poly-
gonis denominatarum, numeratorem constantem habentium summa. In triangulo ipsa f.

necessaria non est.

1

- 1 . . .

Summam habens seriei —————— quaeritur summa huius seriei: -
2 2 241

Y 2% + 5062

+ly+1
_52
2 o 2 2 1 : 1 1
Pone z ny +d. erit z* n y* + 2dy + d=. et iﬂz. erit n iﬂy + §ﬂd' et conferendae erunt
v+ ly + 2
- 3
formulae hae:
v o+ 2y 4+ &P

1 1
0. ~f3d.
2/8 + 25
1 4d 16d> d 2 1
Erit I n 2d—|—§/6’ n ;_ﬁ, et 12 n % I? -3 n d2+§ﬁd, ergo

12 6 3
2 2) 2 2
[16)d +dﬁ @5 (40?) + (28d)

1 1
7 n i 2 sive 4d* +2d3 n (2, sive cl‘z‘juidgﬁrﬁg2 n
2
5 —
—ﬁ2+ﬁ—ﬂietertd+ 5|‘|ﬂ\/ ivedrliﬁ\/7 ﬁ,
16 4
447 2 erg. Hrsg. zweimal 8 2e erg. Hrsg. 9 ipsius f. (1) eademque methodo (2) pariter
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604 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N.415

Maioris certitudinis causa cum hac serie conferamus (ex qua ista: y2 + ly + 12 facta

_62
1
+ §f5
1
. 2 2 2 .
est): Y +2ga y +g°a* , fiet: 2df n2ga +.
i 15 . +fAga
f f?
. 4ga 16g%a®

Unde 4df—fﬂ M 49(1, sive f [l 4d—ﬂ et f2 [l m
Tam 2d? f? + Bdf? n 2g%a® + 2fBga.

N |

16¢2%a? 4ga
16d? — 8dS + 32 4d —

Unde:

24

32

10 + Bdg*a® n [32d292a2] [—16d692a2] [+252g2a2} [—1—8592(124@—
7 7 V4 a7
Ve

6 _
(8)8g%a?3 fiet 4d n —f3 seu d = Tﬁ Sed ita ex formula proposita y? + 2dy + d> fiet:
Vi

1 1
—0B..4+ =pd
+2ﬁ +2,6’

1-4 ex qua ... facta est: Leibniz tibernimmt die folgende Formel aus N.38;5 S.529 Z.2.
10 Leibniz iibersieht den Faktor 4 im vorletzten Term der rechten Seite der Gleichung, deren Reduktion
0 = —652g%a? ergibe. Im weiteren Verlauf treten zusitzliche Rechenfehler auf: Konsequent gerechnet

2 4ga —2ga

miifite in S.605 Z.1 y2 — % stehen, in S.605 Z.3 f n Sg—d sowie f - in S.605 Z.12-14 fehlt

der Term +16¢3%gay hinter der Klammer und in S.605 Z. 14 miite —4g2a?By im Nenner des ersten

Bruches stehen.

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3



N.415 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 605

2 2
yzf§y+1—6, sive y? *—é .
2
R
2 8
Atfﬂg—Zsivefn;—gﬂa.
cy+cb
cy + cf Ba Ba
cy + da +da Y- e
Igitur ex quantitate: ¥ i fiet: ¥ ga * m—ry 7a 5
fy+ga fy+fB —Ew+ﬁa _ﬂ?y+[33_
+ga
+ga
4cBy + 4c3?
. 4eBy — B%a — Ba
sive: ¥ k3 .
—2gay +4gaf — —2gay + 2gaf3
— 8cBgay® + 2B3%d’gy
* 10
— 8cf’ga.. — 23%a%g
— 8cfga.. — 8c¢Bga.. + 16gafc
f 232 2433
2ga*p*.. — 4ga*p ) $¥16ga33c ¥ 2ga? B33,  4¢°%a?
sive 5 5
4g%a®y® — 8¢%a’By  + 8g%a>p? y? — 4By + 20
— 8g%a%B..  + 15

2
1+3 f%. (1) Sed hoc nihil noceret, nisi inde quantitas ipsius f. fieret infinita, nam 4d — 8 n 0

(2) At L

5 ex quantitate: Leibniz tibernimmt die folgende Formel aus N. 385 S.530 Z.1-8.
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42. DE GENERALIBUS CALCULIS CONSTITUENDIS
[Oktober 1674 — Januar 1675

Uberlieferung:

L Notiz: LH 35 XIII 1 Bl. 228. 1 Ausschnitt ca 20,9 x 1,2 cm. 11/2 Z. auf Bl. 228 r°. BL. 228 v°
5 leer. — Spuren fremden Textes an der oberen und unteren Schnittkante.
E (mit dt. Ubs.): KNoBLOCH, Ubersicht, S. 4.
Cc 2, Nr. 1514

Datierungsgriinde: Die schwer zu datierende Notiz ist offenbar wéhrend des Parisaufenthalts ent-
standen. Mit der Summierung von Reihen mittels der Berechnung von Momenten befaf3t sich Leibniz
10 hauptséchlich ab Oktober 1674 (vgl. N. 38, N. 40, N. 45). Ahnliche Uberlegungen wie in der vorliegenden
Notiz duflert Leibniz detaillierter im Schluflabschnitt von N. 433 vom Januar 1675. N. 42 diirfte also in
der Zeit von Oktober 1674 bis Januar 1675 entstanden sein.

Constituendi generales calculi de summis, et summis summarum et
momentis ex basi vel vertice. Hinc praeclara admiranda et generalia habebuntur.
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43. DE SERIEBUS SUMMABILIBUS
Januar 1675

Die folgenden drei Stiicke stehen in einem engen Zusammenhang und sind von Leibniz unter
eine Uberschrift gestellt worden. Den im ersten Teilstiick durchgefithrten Ansatz iiberpriift er
im zweiten mittels Kontrollzahlen, wobei er im ersten Teilstiick Kontrollzahlen, Neunerproben
und Nebenrechnungen sowie eine Schlulbemerkung nachtragt. Das dritte Teilstiick setzt die
Betrachtung fort.

43;. DE SERIEBUS SUMMABILIBUS PARS PRIMA
Januar 1675

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 VIIT 4 Bl. 1. 1 BL. 1°. 1 S. auf BL. 1r°. BL. 1v° leer. Links
Rand max. 6 cm. Am Rande Nebenrechnung zu N.435 (= S.625 Z.6-18 ).
Cc 2, Nr. 892 tlw.

Tanuar. 1675

De seriebus summabilibus,
et in specie hac: b @
24 2
ze+ 5 Z %
Reperi duo maxima geometriae problemata reduci ad summam huius seriei nume-

1
rorum rationalium decrescentis in infinitum productae, ————— ponendo z esse in-
22+ gz *
2
determinatam progressione arithmetica crescentem, sive primanam, 1.2.3.4.5. etc. vel
1.3.5.7. etc. vel 2.5.8.11. etc. et 3 esse huius arithmeticae progressionis intervallum, ac
proinde quantitatem eandem perpetuo et constantem.

15 @ erg. L 17f. indeterminatam (1) geometrica (2) progressione L

16 problemata: Gemeint sind die Kreis- und die Hyperbelquadratur; s. u. N.433.
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608 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 43,

Ut autem appareat, an haec series sit summabilis, nullam hactenus aliam novi me-
thodum, quam ut omnium serierum summabilium, ipsi seriei datae, aut eius multiplae
similium, fiat enumeratio. Reperta enim a me ratio est, si quis laborem calculi subire
velit, enumerandi series numerorum summabiles omnes. Nimirum series sunt summabi-

5 les, quae sunt differentiae serierum. Itaque series puras, atque rationales, id
est in quibus quantitas indeterminata non ingreditur ullam radicem, enumerare incipie-
mus, earumque differentias investigare. Quod si hac methodo res non succedit, videndum
est, quibus casibus effici potest, ut serierum irrationalium aut non purarum, differentiae
tamen fiant rationales et purae.

10 Incipiemus a rationalibus et puris, ex quibus simplicissima,
y+06
+d +d +d -
@ 4 : et differentia: @ g0y 7O qua reducta multiplicando per crucem
+9 y+g9 y+p
+yg

) fiet @ Tdy| 1 pBd o > 4+29y+ ¢* et destructis destruendis at-
7

15 0. .. + B..+0g
V4
g
7
ty?) (+6y) * 98
7
|
p 7
7 T6d+
20 que ordinando in modun fractionis fiet: @ %
y* +29y +g
+B ..+ By

T0df + gBa
hab ssemus: ( : )
uissem ?y* +2fagy + a*g?

® 8. tagfs
Idque utilius arbitror. Porro quoniam inventa haec series, cuius formula @ eundem
25 constantem habet numeratorem, negligi poterit ille, et formula eius conferri cum hac,

Quod si ab initio posuissemus @

f +g

3 ameerg. L 4 numerorum erg. L 5 differentiae (1) summab (2) serierum L 12 reducta
| fiet streicht Hrsg.| multiplicando L

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3



N.43; DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 609

1
f2y2 + f2by + f2ca

. Unde quoniam termini primi iidem, conferendo secundos, fiet ae-

b— 2
Qaﬁ et a’¢® n fZ b2 — 2b3 + 32, eosque

valores inserendo in aequationem a?¢? + agf3 n f?ca ex terminis ultimis collatis natam,

B2—23+3> ., . b—p
o T

b? — 203 + 3% +2b3 — 2% | b? — /32 . ) .
1 sive ¢ n i Itaque formula omnis, cuius series,
a = a

1

quatio haec: 2ag + fA n fb. Unde g n f,”

fiet, a®f2 " n f2ca. et ipsa f? per divisionem evanescente

fiet ¢ n

summatrix, pura et rationalis, poterit reduci ad hanc: @ 5 Ex hoc

b5
1

calculo apparet, etiam f. fuisse inutilem. Iam cum hac serie inventa @, conferri non

y? + by +

potest data @ Sequeretur enim g N b. ex collatis terminis secundis, ponendo z n y et

6 n b ex collatis ultimis. Quod implicat. Quod si explicemus z per y + d. ex formula @,

1
fiet @ —5—=-——— . Unde collatis formuli t @), ob termi dos, fiet:
€ @ y2 + 2dy T 2 ndae collatis rormulis @ € @ (6] €rminos secundos €

4d
bn ;ﬁ, sive b2

16d? + 8d3 + (32

|_| s ——
4

b2, nempe 4d? + 283d + 2. Contradictio ergo, sive differentia inter hos duos valores est

332

s Eadem autem erat supra contradictio sive differentia, inter duos ipsius b2, valores

. Sed ob terminos ultimos, fiet alius valor, ipsius

4 n f2ca. (1) destructaque omn (2) in (3) et L 4f. evanescente (1) fiet ¢ n (2) et ponendo
b —a n d. (quoniam nulla hic confusio metuenda, quandoquidem superiore ipsius d significatione non

ad? + dg?
amplius opus habemus,) sive b n d +a. fiet c n % Formula ergo omnis, cuius series summatrix
pura et rationalis, non assurgit ultra primanos; ad hanc reduci potest: ——— (3) fiet L 8 data
y2+dy+ad?
+a..+32d

ﬁZ

@. (1) ponendo enim g n b. Ergo T n b2 ob terminos secundos, impossibile est ergo esse b n B ut

sequeret (2) Sequeretur L 10 terminos (1) ultimos, fiet (2) secundos L 12 terminos (1) primos
(2) ultimos, |fiet: streicht Hrsg.| fiet L
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610 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 43,

2
nempe % et 2. Patet ergo explicationem impossibilitati non mederi. Quod generaliter

demonstrari operae pretium foret. Plurimum enim calculos contrahit haec observatio.
Demonstrabitur autem optime conferendo formulam quandam indeterminatam, modo
explicatam, modo non explicatam, cum quadam alia indeterminata: Hoc modo: Sit for-
mula: 3 +by? +acy+a?d. conferenda cum formula alia simili y3 +ey? +afy+a?g, vel eius
explicatione, si in locum ipsius y in posteriore substituatur y + h, ita enim non desinet
esse similis: sed ita aio si collatio inter non explicatas impossibilis, fore et inter explicatas;
nam si non explicatas conferas, literae fiunt eaedem, erit enim bne. et cn f. et d n g.
(in quibus valoribus continetur impossibilitas). Idem ergo est conferre aequationem ex-

plicatam cum alia, quod conferre cum se ipsa non-explicata; explicatio ergo mutat nihil.
2 2

sive si id

Nempe [si] pro 22+ gz *. ponas 22 +z4ac, et cum eo conferas y2 +by+

cum 4% +2dy +d? conferas, sive conferas cum y2+ly+am. Itaque antea conferas has duas
+e.. +ed
+ac
novissimas formulas, nempe ex secundis e N [ — 2d. ergo erit am n +ld, f d? + ac.
Unde 32 + 1y +1d , adeoque [ 1 b. etc. Sed nota si explicatio mutet gradum formulae, ut
—d2
+ac
si pro z ponatur y? etc. aliterve tunc fieri posse, ut postea succedat collatio. Sed haec
obiter.
Uno iam gradu altius ad formulam quadratricem altiorem assurgamus:

y2+28y +6°

+n .. +np
2 2
Wﬂ. et differentia erit: @ T éj Y+ op + 7 q —i—c;p .
“y? +ry+as Y dryt+as Syt 26 y+ 32
a a a a a
+ r .47
+ as

6 in (1) eius locum substitu (2) locum L 11 si streicht L, erg. Hrsg. 11 et (1) conferas cum

1
y2 + by
streicht Hrsg.| ad formulam: (2) ad L

(2)cum L 16 explicatio (1) contineat praeterea (2) mutet L 21 altius (1) | assurgamus
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Qua formula reducta apparebit, non assurgi altius quam si [. et n. fuissent n 0. nempe etsi
in speciem nominator huius differentiae reductae assurgat ad quadratoquadratum, tamen
quadratoquadrato, et cubo destructis, in numeratore restabit tantum quadratus cum ra-
dice. Nominator vero utique ad quadratoquadratum assurget. Facta ergo multiplicatione

per crucem, fiet numerator @

qn

50 T8y -6 208 y -3 T’
-2 . @52 -12  ..rpaf

a

+4[7 23] *rB . 412 +2asf .. +6 tasp’

+ 4 L% . 412 .nsaf
875 3
40

q.n.r. q.n.r. q.n.r.

D.S. P.S.

Quem conferamus cum alia formula, ady? + a?ey + o f. Hinc opeque huius collationis
investigabimus literas, ipsi numeratori proprias, n. et p. nam reliquae, ¢, r, s. sunt ipsi

. . a*d ra a’d + raf
cum nominatore communes, nempe ex terminis primis n n T—ﬁ +—n TT et
q q q
ta?e ¥ adB|—rB?|+ 2as8|+rp?
ob terminos secundos, p N et ob terminos ultimos,
q
6-11
Kontrollrechnung: +50
+40
+3
93 — 46 n 47
3 in numeratore erg. L 8 7 25 erg. Hrsg. 14 Hinc (1) in collatis terminis primis q n (2)

opeque L 16 ex ... primis erg. L

6-11 u. S.612 Z.1-3: Leibniz verwendet die Kontrollzahlen a = ¢ = 8 = 1, iibernimmt von N. 462
S.621 Z.10 die Werte y = 5,n = 2,p = 3,7 = 4,s = 6 und setzt T gleich —. Fiir die Neunerprobe in
S.612 Z.1-3 kommen die Werte e = 8 und d = 2 hinzu. — Vgl. Erl. zu S.613 Z.647.
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4 8 3
fn+qb8 afe — qBddB 1 2qBdsB 124502, —2adsh|+2rafsd), o 2qa®, et fiet nume-
7
Ta ... ra ...
7

ady? +a’ey taB?s — 2 dq+ faeqt26%gs
5 — af -r+ad® -7

— 242 -5
rator:

2q
a
Nominator vero formulae VIII erit

2 2qr
® 625) Lyts) +
a a

10 16)+ r . 48) + 2rsa y 36) + a’s>

2642 r
+ ﬁQq o
a a

y312) 4+ 2¢s >

2

3 r
+7fq . 4B
+208¢s - + asr(
2 ra3?
+L L+ qaﬁ - +sqf”

9-14
Neben- und Kontrollrechnungen: 5 48 125 28
25 5 _ 8 25
125 240 1000 140
5 56
625 700

2 +2¢4s32: Richtig wire +2¢s3?; da Leibniz auf S. 613 Z.5 q = a setzt, wird der Fehler kompensiert.
9-14 Vgl. Erl. zu S.611 Z.6-11 u. Z.1-3.
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Calculus cum eo, quem alibi inii consentit. Superest ut hanc quoque formulam X,
cum alia generali, y* + gy + ahy? + a®ly + a®>m [conferamus|. Nam terminum summae di-
mensionis per aliquam arbitrariam multiplicare nolui, quia non possunt eiusdem fractionis

omnes termini tam in numeratore, ut supposuimus, quam in nominatore, assumi arbitra-

rii. Itaque ¢ n a. Instituta iam collatione ex terminis 241 erit r n J , et ex terminis

—9 2 8 7 1
. 2 ~ g 2 . dah — g* — 209 + 4
tertiis fiet: smah |—g — 1) @ﬁ ., w 2q sive s n

7 7

2 8a
+
V4
/
1
612,914
625 625
8.7 12 01000 1000
12 } 9% n 700 700
48 " 5 on 240 240
36 36

2 © 125 n 250 2601
12 © 25 n 300 250

1 25 325
16 160
12 24

N
D

32 A 5 n 160 3366
24

2 conferamus erg. Hrsg.

1 alibi: N. 3816 S.533 Z.9 — S.534 Z.5.
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dahg = #(2209°)(+45%) — 8ash(+28¢°) + 8(D 5% — 85°
/ 4 /

16a

et rs n .Et r?2n

g% — 498 + 45?
1

. Quos valores substituendo in aequatione ex terminis quartis collatis

2ars + fr? + 2Bas + B3r

nata, ex [ fiet:
) a2 b)
L n dahg — g (“8a5h) (+85%) (-85, (+2007) (~80?) (+85%), (+80an)(~25?)
0007 7 7 7 7 7 70000 7
[—4629] [+8ﬁ3j, [4—4529} [—853],, < 8a?, sive I n 4ahg — g3, < 8a?.
Ve 7 Ve 7

Eodem modo m n a?s? + dBrs + ¢3s, < ag’@. ex collatione ultimorum, et pro s. et
rs. substituendo eorum valores, ac pro s2, ponendo:

4 B 1 7 1 4 3 2 7
16a2h% — 8ahg? — 16ahBg + 32ah3%, +¢* + 48¢° — 4(=8) 324> — 168339, +163*
64a?

fiet m n 16a2h? — 8ahg? +32ah3? + g*(+489° || 4529 —168%g) + 16*,
3 4 p 7 7 Lz 7

+168ahg)(—464°)(—3205°h)(+326°g) —326%),(+325%ah) —12(8) 52¢* (- 165%g)(+325%),
7 7 /%/// 7 7

7 7 7 7
< 64a3. adeoque m n 16a2h? — S8ahg?® + 32ah3? + g* + 168* — 123%¢2, © 64a3.

2 8 7 1
dah — g* — 239 + 43>
8a

613,6f. Unter s n : Causa erroris in seqq. quod hic pro 432.

scripseram 32.

2 8 7 1
4ah — g% — 2Bg + 452
8a
vergessen. Der Fehler pflanzt sich fort bis S. 619 Z. 3. Auf S. 619 Z. 8f. entdeckt Leibniz eine andere Un-
stimmigkeit und {iberpriift daraufhin die Rechnung auf dem folgenden Bogen sowie durch Rechenkon-
trollen S.611 Z.6-11, S.612 Z.1-3,S.612 Z.9-14, S. 613 Z.6, Z.8-13 u. S. 619 Z.2. In N. 435 S.624 Z. 3 1.
erkennt er die Ursache des ersten Fehlers und verbessert von S. 613 Z.7 — Z. 14. Die Neunerprobe S. 613
7.6 mit den Werten g = 10 und h = 41 von N. 462 S.622 Z. 18 sowie die restliche Rechnung korrigiert

er nicht. 8 Vgl. Erl. zu S.613 Z.6+7.

613,647 s n : Leibniz hat den Faktor 4 im letzten Term des Zahlers zunéchst
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Formula ergo, cuius summatrix ascendit ad quadratum, ad hanc semper fractionem
reduci poterit: dy? + aey + a®f < y* + gy® + ahy® + a’ly + a®>m, modo explicentur,
m, 1, f. per solas a, 3,d, e, g, h. Valores autem ipsarum m, et [, ita habemus inventos per
has solas. Tantum ergo opus est, ut in valore ipsius f, ipsae 7. et s. explicentur. ¢q. quoque
explicanda est per a. Habebimus ergo hunc valorem ipsius f,

fn , +4ga2e[— 85@26], [— 8a62dj, [— 4gaﬁdj[—i— Sﬁadﬁ], 12¢s03% * 2as/3?],
7 7 7 V4 7

—8a?dh + 2adg? (+4adBg) — 2adB?,, . 16a>, adeoque destructis destruendis, et depri-
7

mendo per 2a, fiet f n +2aeg — 4adh + dg? — 3°d, . 8a?. Itaque formula quaelibet seriei

summabilis per aliam seriem quadratricem ad quadratum nec ultra assurgentem, reduci
poterit ad formulam hanc,

D

dahg — g° — 33
dy2+aey+ a9 9 g

2aeg — 4adh + dg* — 3%d -
J 3 9 =5 co yt gy 4+ ahy® + 3 Y+
16a%h? — 8ag*h + 8aB%h — 63%g> + g* — p*
64 '
Proposita autem formula seriei cuius summatrix quaeritur, ante omnia reddenda est

huic formulae similis, ideoque necesse est dimensionum huius numerum non excedere; aut
si excedat, debet divisibilis esse, sive debent numerator et nominator habere communem
mensuram. Sin infra numerum dimensionum subsidat data; impleri poterit ille, vel multi-
plicatione vel adiectione; multiplicatione, multiplicando datam per quandam arbitrariam
formulam; adiectione, addendo ei aut subtrahendo aliam cuius summatrix nota est: nam
si productae summatrix inveniri poterit, eo ipso etiam propositae summatrix reperietur;
auferendo vel addendo summatricem adiectae a summatrice productae. Ubi iam formula
proposita formulae summabili, nempe @ similis reddita est, instituenda est collatio,
quae si succedit, habemus inventam seriem propositae summatricem. Sin vero collatio
nos ducat ad impossibile, sequitur neque seriem propositae (aut productae ex proposita
cum alia cognitae summatricis) summatricem huius cuius summatrix proposita, nempe

hoc loco quadratici gradus esse.

8 quaelibet (1) summabilis per aliam form (2) seriei L 9 nec ultra erg. L 16 debet (1)
numerator divisibilis esse, sive debet (2) divisibilis L 17 numerum (1) terminorum (2) dimensionum L
18 wvel (1) additione (2) adiectione L 20f. reperietur; (1) addendo (2) auferendo (a) si (b) vel L
22 proposita (1) quadrabili (2) formulae L
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Haec iam in formula data 1, et summatrice XI. experiamur; ac primam seriem
1 2aeg — 4adh + dg? — (%d
3 .

ponendo z n y multiplicemus per dz? + aez +
22+ 57

Fiet numerator productus idem cum numeratore formulae XI. ponendo esse = n y quod
alioqui necessarium erat, quia numerator formulae huius, 1, est 1. Ergo superest, ut nomi-
natorem formulae 1, multiplicando per numeratorem formulae XI. conferamus productum
cum nominatore formulae XI. productum erit

d
& dyt +2 x
2
+ae ... + @ 2
2
2aeg — dadh + dg? — %d 2aeg3 — 4adhB + dg?p — Bd
+ .+ Yy o *
8 16
Quae formula conferatur nominatori formulae XI. per d. multiplicato, dy* + dgy> +

2gd — Bd
264 =B gy ox
a

adhy? etc. etc. Unde termini primi iidem. Et conferendo secundos, e n

collatis tertiis fiet: 3(4)dgdf — 245%d + 2¢de — dadh + dg? — B%d, —8adh 1 0,

sive fiet, h 1 3gdB — 2d3* + 2dg* + dg* — B*d, < 12ad.

Collatis quartis poterunt omnia dividi per d, proinde ipsa d. est inutilis, cumque
duae supersint aequationes, una ex collatis quartis, altera ex collatis ultimis sive quintis
terminis; arbitraria autem non nisi unica sit, quae restet, nempe g. cum d. sit inutilis;
patet collationem impossibilem esse. Potuissem loco formulae 1 adhibere formulam 77,

sed calculus erit prolixus, effectus vero quantum iudicare licet, idem.

Ttaque ad alteram methodi partem recurrendum est, et ipsi # addenda
2
- —y *
ay + 2y
n
formula 2, .

a o b2 _ 52

-y~ + by +

s 4

mb? — m/3>

ma o
—y°+ mby +
s 4
2 ponendoznyerg. L 3 ponendo...xnyerg. L 11 Unde (1) conferendo terminos primos,
sequitur esse d M a. et e N g (2) termini L 14 quartis (1) habebitur pure ipsa d. nempe fiet 8ah

(2) poterunt L 15 collatis (1) tertiis (2) quartis L 19 et (1) |ipsi streicht Hrsg.| (2) form (3)
ipsi L
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ns on

Summa: Z? - 2 @
s

3, S bz*ﬂzz

yrtt—yt = y
a a 4
fa b oy - 3°
+ 95 + 5 .+ 1 Y x
Quae formula XIII. conferenda cum formula XI, numerator primum cum numeratore,
dsa — ns?

ubi conferendo terminos primos, fiet: m n , et ex secundis collatis fiet, e n

a2
2dsab — 2ns?b + a?fn, o 2a>; et ex tertiis fiet: 2dsabg — 2ns’bg + a®Bng, —4a3dh +
da’g? — p%a’d n +2dsab? — 2ns%b?, +2dsaB3? — 2ns3 3> @ . In qua aequatione num.
[XIV.] sunt arbitrariae d,s,n,b,g,h, et cuiusnam autem valorem eius ope inveniri sa-
tis sit, patebit ex progressu. Nam ex istis 6 literis arbitrariis alicuius quae et in no-
minatore reperitur quaerendus est valor; nempe ex his, s.b.g.h. Si hae 4 literae in no-
minatore collationi non satisfaciunt, ut scilicet hoc modo, et reliquae, d,n, in nomi-
natorem gliscant; sin illis careri potest, interest ad calculi compendium, ipsas in no-
minatorem non intrare; id ergo primum in nominatore excutiendum est. Nimirum ex
secundis ipsius nominatoris, 25%b 4+ Ba® n 2gas, adeoque b n 2gas — Ba?, . 2s?. Et
b2 n 4g%a®s?® — 4ga’sB + F%a*, o 4s*. Unde in terminis tertiis fiet: 4g%a%s% — 4ga3sp +
B%a*, —4as® (3%, +8Basgas — 4Basfa?, n 16as>ah, cuius aequationis ope quaeri potest va-
lor ipsius s, per extractionem radicis cubicae. Penultima dabit sequentem valorem ipsius
h, nempe h n +4s*g® + 125329, +4g%a’s%B — 4ga’sp? + B3at — 45133, 0 16ags?. Et
denique ex ultimis fiet: 16a?h? — 8ag?h + 8aB?h — 63%g% + ¢* — 3* n 0. Quarum trium

aequationum ope inveniri poterit valor trium incognitarum, nempe, s, h, g.

11 Uber gliscant: intret. Am Rande: Imo frustra efficiemus ut literae numeratoris
intrent in nominatorem, nam si semel literarum quales sunt collatio impossibilis, erit
etiam impossibilis valore quolibet substituto.

dsa — ns? 2dsb — 2ns2tb 7
1 (1) Numerator (2) Summa L 4 L;ls, (1) et ex secundis s ;?i + fna n 2ae,
a
. 2ae — 2db .
sivenn ——— (2) et L 6f num. (1) XIV. (2) | XIIL. dndert Hrsg.| sunt L 8 progressu.

(1) Nam si ipsius nominatoris literae, in (2) Nam L 12f. Nimirum (1) bs (2) ex (a) primis (b)
secundis L 14 terminis (1) secundis (2) tertiis L 16 cubicae. (1) Et quoniam duae quae restant
aequationes collatitiae, ex terminis penultimis et ultimis, ipsam s. non amplius continent. Missa ergo
tantisper hac aequatione, reliquas duas excutiamus, et (2) Penultima | quidem gestr. | dabit L
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Quod si nulla harum trium aequationum impossibilis, habebimus desideratum. Quod
si aliter rem instituamus, et ope XIV quaeramus h. tunc omnes reliquae, d.n.s.g.b. in-
gredientur in nominatorem, et cum aequationes collatitiae in nominatore futurae sint
tantum quatuor; erunt indeterminatae quinque, ac proinde una supernumeraria, cuius
ope poterit ultima aequatio reddi quam simplicissima, et si licet pura, quo facto et reli-
quae omnes literae pure habebuntur. Sed antequam absolvendi eius calculi sic satis prolixi
laborem suam, operae pretium erat investigare in numeris veritatem formularum 2 et
XI. Et quidem quod ad formulam 2, quae coincidit formulae IV. illud reperimus, si qua
data sit series cuius formula reducta ad 2, vel sumto numeratore ex IV, nominatore ex

b2 _ 132
2, ad hanc, T4d* ¢gb , < y®> + by + Tﬁ’ vel (: pro g substituendo eius valorem supra
h—
inventum, Jb- 15 :) ad hanc:
2a
1021 £ b2 — 32
© |T8d % uy2+by—|—Tﬁ, tunc formulam seriei summatri-
a
h—
cis esse (I) nempe y+d . y+g, vel (: explicando g :) D|y+d.y M . Eodem
a
modo reperimus si seriei summandae formula sit reducibilis ad hanc
2 — 4adh + dg? — B3d 4ahg — g3 — 332
@ dy® + aey + aeg a8+9 B ,uy4+gy3+ahy2+ag 98 3,39y+ y
16a%h? — 8ag?h + 8aB%h — 66%g% + g* — p*
64

formulam seriei summatricis fore VII, |y? +ny+ap < y> + ry + as| Est au-

tem ex superioribus

1 trium erg. L 3 et (1) habebitur denique (2) cum L

10 ¥8d * gb: Der Zahler von @ lautet richtig ¥3d * g3. Der Fehler wirkt sich auf Z.12 aus.
Durch die Kontrollrechnung S. 619 Z. 4-9 erkennt Leibniz die Unstimmigkeit, vermutet aber eine andere
Ursache. Zu Beginn von N. 435 fithrt er die Rechnung korrekt durch. 10 supra: S.609 Z. 2.
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nn 2ad+ g8 — 26° © 26. Et p n T4a’e +4adpB +48ah —Bg° —26°g +43° © 8af. Et
? -3 48 4+ 11 — w0 — 20 +f, . ¢
rng—206,c2, etsndah— g>°—28g+ (2, 8a.

Primum ergo ut veritatem relationis inter duas formulas ® et ) in numeris explo-
remus, ponamus b N 2. dn 3. f n4.anl g nl et ex formula ) fiet in numeris,

8
3.,y (+8—4)+4 . 2n 3. 2, et doy n b5, fiet: 8 « +7 n =,
Yy + y+ Yy + Yy + et ponendo y € + 7

9 1
ponendo vero y n 6, fiet 3 quarum differentia 6 n ®. Quod videamus an sit verum:

13,+16%78,.2n 3+4,,n 1. quia ¥ n —. ex formula (II). Numerator ergo 1. No-

4 —
minator vero 25 + 10 +

in quo cum sit error necesse erit calculum hunc ® et »

concernentem resumere scheda sequente, adiectis statim numeris. Calculus verus fuit sed
error in numeris. Posito b non 2 sed 5 res successit. Vide initium plagulae sequentis, ubi

et calculum sequentem & et @ non fere nisi uno in loco comperi corruptum, ac restitui.

1 Faktor 4 vor B3 erg. L 10-12 Calculus ... initium (1) paginae (2) plagulae ... restitui erg. L
12 nisi |in streicht Hrsg.| uno L

1f. Zur Kontrollrechnung +1 unter 433 s. Lesart zu Z. 1. 10f. Calculus ... successit: s.o. Erl.
zu S.612 Z.2 — Vide: s.0. Erl. zu S.613 Z.6+7.
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N. 43,

435. DE SERIEBUS SUMMARBILIBUS PARS SECUNDA

Januar 1675

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 VIII 4 BL. 2 1 BL 1°. 1 S. auf BL 21°. BL. 2v° leer.

Cc 2, Nr. 892 tlw.

Tanuar. 1675

Pars II. schediasmatis de seriebus summabilibus,

et in specie hac: _
22+§z *
2
+ by + 18 o by + 16, ¥ by + 3d < by + 29, n
+ 3d + 2¢
10 5 + 4 .5 + 3 — 543 o5 42
9 o 8 - 8 o 7 n 9—§n—i
8 7 56
25y% + 183 5y +2¢13
+ +3d ..
+ 29 .. 25y% + (229 5y +4¢°
15 ~ n
25y% + 143 5y +3d13 + 18 .. +132¢,
T + 29 ..
+ 3d ..
$3d18 + 29183 1

20

I_I _ —
2512 + (2 2g5y + 4g2 156
+ 18.. +182¢g

Quae formula ita producta conferatur quoad nominatorem cum hac generali: 25y +

505y + 6ca. Termini primi iidem sunt, collatis secundis 2g n 50 — 15, < @ et 4¢% n

2502 — (25616 + 162, < (@) ; unde 6ca n 25b% — (256158 + 162, +H(@D 18 2¢ ,. (@. Bt ex-
~—

——

50— 18,

19 — erg. Hrsg. 23 2g ,.(@. (1) Unde ex formula generali fiet hacc: 25y2 + 5b5y (2) Unde
~—

ex formula (3) Et L

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3



N. 439 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 621

plicando g, erit 6ea n 2562 (—(@5618)(+15%),(+@ 1655) - (@) 182 « @. Unde ex for-
/ 7 / V4

2562 — 132
mula generali fiet haec ad rem accommodata, nempe 25y2 4 5b5y + Tﬂ Adeoque

si formula seriei cuiusdam datae reduci queat ad hanc

+3d13,,+ 5613 1 162, 0 2,,, © .., 25y% + 5b5y,, + 250 — 1582, © 4\ ®

erit formula seriei summatricis 5y + 3d ¢ 5y + 2g , sive explicando g, fiet:
+18 +15

50— 1
S5y + 3d o by + 2ﬁ

+ 13 +18

Procedamus nunc ad examen formularum § et Q.
Sit formula summatrix (g) 25y% + 2n5y + 3pa o 25y* + 4r5y + 6sa. et differentia

eiusdem formulae ab alia in qua in locum 5y substituta sit quantitas 5y + 13 erit
T.250° + @185y + 18> . 25y + @185y + 15%,

4+  2n ..+ 2nl1p +  dr ..+ 4rl1p
+  3pa + 6sa
(51 < 66)

+.2502 + 205y 4+ 3pa o 25y° +  4r 5y + 6sa,
(38 < 51)

51 38 31

—— —n
66 51 1122

Multiplicando per crucem reducemus ad unam fractionem,

1 1
18  Nebenrechnungen: 8 X 51 93 1 31
51766 3366 | 1122

19-622,1 fractionem, (1) cuius numerator, (2) T4r13 L
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T 4rlf 25 y? T (@1a6s13 5y T labslB? .
+ 1B .. .. . 4r1p% .. « 2n6slalp
+ (@1a3p13 .. + 1la3plp?
. 2nl1p% .. o 4r3plalp
5 <+4—2 ) (+12+4—6—2 ) <+6+12—3—12)
N—— N————’ N————’
+2 725150 +8 ~5n 440 +3

(50 4 40 + 3 n 93)

625y* + (@ 4r 125¢° + (D abs 25y> + (D 4r6sa 5y + 3652

+ 1672
10 ‘(625) (1000) (700) (240) (36) m2601n51" 51
+ ©@p ... +@4rp ... + 16r°8 .. + absdrf
+ 6% .+ @ﬁaGs .. + 6saB?
+ 4rp?
‘(2601) (250) (325) (160) (30) n 3366
15 (93 < 3366)
(31 < 1122)
Haec fractio producta, ut quam licet simplicissime enuntietur, conferatur cum alia
e 2d25y2 + Seaby + a3 f
generali sibi simili, numerator

62544 + 109125y + ad1h25y? + a28015y + a366m.’

51 38 o1
_66 _66 51
306 228 51

306 228 255
3366 2508 2601

2508
93
2
Gestrichene Nebenrechnung: 33664 10
pLIL
33
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scilicet numeratori et nominator nominatori; sed antequam calculum superioris plagulae

sine necessitate repetamus, poterimus eius conclusionem nempe formulas § et ¢ iam tum

per numeros examinare; nam si consentient, non erit cur calculum repetamus. Formula

@ erat:

(@ a8e10g — (@) a2d41h + 2d100¢% — 522d
8

(@ a41h10g — 1000¢® — (3) 8210¢

8

2d25y* +8eaby + .o 625y 4+ 10g125y° +

a41h25y> +

oY +
4 3 4 3 ) $
(16)a21681h2 — ® a100g241h + @ af?41h — (©) 52100g + 10000g* — 15
64
Ut ergo consentiat calculus, necesse est ut terminus numeratoris tertius faciat 3. quod

. .30 . . .
est falsum facit enim 3 Ergo in calculo erratum est. Eodem modo terminus nominato-

ris penultimus facere debet 80, quod non facit, quemadmodum sine ullo calculo ex sola
novenarii proba colligo. Ultimus facere debet 66, quod itidem non facturum statim no-
venarius indicat. Unde intelligitur quanta sit necessitas methodi cuius ope omnes calculi
errores evitari possint.

Repetendus ergo calculus superior adhibitis numeris, et invenimus 2n n T@ a2d +
10908 — @62 o @ﬁ. Recte. 4r n 10g — @ﬁ,u @ Recte. At s. supra male, itaque
resumatur ex terminis tertiis nominatorum, 6s n a4lh — 1612 — @47"5 -3 @a, et
explicando r, fiet:

5-8
Nebenrechnungen: 25 41 41 82 160
16 25 41 _4 200
41 205 41 328 360
82 164 2 -330
1025 1681 330 30

1 scilicet (1) primum (2) numeratori L

2 formulas § et @: N.43; S.618 Z.15—-S.619 Z.3. 16 supra: N.43; S.619 Z.3; vgl. Erl
N.43; S.613 Z.6+47
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~100g2 +@©109ﬁ—@52 —@1096+@152 — 32, . @an @aslh —

4
100(+@1095)-@ ) - @ @) 1095 + @ (@) Q). « @ 1 @aarh -
/ 4 7 7

10042 —@ 10gﬁ—|—@ 62, @ a. Error autem in superioribus fuerat quod pro @ﬁz, scrip-
seram 2. Tam ergo 3p n 1(4) a?8e + (4) a2d3 + (4) Badlh — $100g2 — (210932 + (4) 53,,
4 3 4 3 7 4

6s N adlh

< (8 ap. ubi rursus idem error, nempe 3% pro (4) 52 et
3 4 8e|—(4) #32d3| —2d(4) ¢41h + ¢2d100g> + ¢2d(2) 10958 — #2d (8) \(4) J3?,, < 8a?
f 1 @ ase( @ §o249) - 2d@gta1h-+ §2d1009° + 424 1095~ @@, - 8a

v Arg. .. — L Ard. ..
3 n 7 4 3 9 4 2 o8
sive 3f n (@ Ba8e +(@) 4ra8e — (@) 4r2d3 — (4 2dad1h + 2d100g2 4 (2) 2d10¢ 8 — (8) 2d32,,
@a? Et explicando 7, fiet:
3f + @ age10g—@ ase) @ 2d5109) — (D)@ 2d3? — @2dadLh + 241004
30 7 7 7 7 71 5 7

(+@2d1095)~@ 2452)., . @ a?
7 7 .8

ac proinde denique 3f n (2)a8¢10g — (4)2d5? — (4)2dadlh + 2d100g% < 8a2. Qui valor

rursus per ommnia consentit cum priore, excepto quod pro (4)2d3? supra erat 2d32.
Supersunt duae investigandae literae [, et m; et reperi quidem

80 1 n (@) adlh10g — 10003, - 8a? ac denique 66m n @a241 " 4152 — (8 a41h100g2+

(87 80n 1640  — 1000 n 640) b 4 B
(32 a41h32 + 10000¢* + (16) 5* — (12 5210042, < +(64)a?.
7 ! 7 6

Ttaque si qua data sit seriei summandae formula, reducibilis ad hanc §:

9-15 Nebenrechnungen zur Neunerprobe:
9 6ng~"3n2dne6
13415 |5+1n873n24n 6

3 Error: s.o. N.43y, Erl. zu S.613 Z.6+7. 17 supra: N.43; S.615 Z.8. 20+22 Bei der
Neunerprobe setzt Leibniz 66 = 3(mod 9) mit —66 = 6 (mod 9) auf die rechte Seite der Gleichung.
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22547 + aBeSy + (@ a8e10g — (D2d3> — (@) 2dadlh + 2d100g>
e @®

Dadlh10g — 1000g°
625y* + 109125y + ad1h25y2 + @a ?é 000g

(1) 2417411 — (® a411100g? + (32 ad1h3% + 10000g* + (16) 5* — (12) #21004°
@

5y +

2d25y% 4 a8eby + a’3f

tunc formula seriei summatricis

1
0co { 62551 + 109125y + ad1h25y% + a28015y + a>66m

erit:
624,19-21 Nebenrechnungen auf Bl. 11°: 5
410 41 41 66
4 4 8 64
1640 41 —328+328 254[/]
1000 164 4 [bricht ab]
8780n 640 1681 + 328 10
16 3
10086 984
1681
[26896]  16a°h°
934 —8hg* + 32ah* 15
I+
4 +163* — 125%¢*
[27835]

624,19 © 8a2 (1) et 66m n 16a%h? — 8ahg? + 32ah3? + g* 4 163* — 12622, . 64a3 (2) ac L
8-12 worletzte Spalte —328 (1) | + 328 streicht Hrsg.| (2) +328 L
4 3

656
18 27863 L dndert Hrsg.

984

14 26876 L dndert Hrsg.
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T@ a’8e @a2dﬂ + @ﬁaéllh—
- (2 a2d + 10952 32 - 100g2 — () 109> + (@) 33
@p ®
109 — (2 (@) ad1h — 100g% — (21095 + (4) 3
@ oy + @a
Io { 25y2 + 2nby + 3pa.
25y2 + 4rby + abs

25y

25y2 +

. . . o . 3m
Quod si iam series aliqua proposita sit cuius formula velut 5 13 et
25y + < by *
a @

3 n 3
125+275 135

quaeratur formula seriei summatricis (: nota: literae m.s.n.b. hic novam [recipiunt]
significationem, ut et aliae si quae repetantur :) hoc per ea quae superiore plagula dixi non
m

otest fieri commodius, quam si addatur ei alia formula, ut
P d ’ 3662 — 16,2

@

. Literae . demus imposterum numerum 4, ut eius significationem distinguamus a

i25y2 + 6b5y +
5s

litera a. quod imposterum semper inter calculandum servabimus. Ita enim minus facilis
lapsus, si nulla aequivocatio. Explicui tamen tam y. quam s. per 5, quia y. caeteris minus
miscet nec facile in illo lapsus.

3 7 1204945 n 1065
Neb h P—+ —
o5+8 ebenrechnung 35 + 10 M 5100

3m

4 jam (1) formula (2) series aliqua proposita (a) sit velut cuius quaeritur formula

4 4
—825y2 + —ﬁy *
a 2
summatrix (b) sit L 6f. (nota: (1) litera m hic novam recipit (2) literae ... novam |recipit andert
3 5 3 3 3 5 3
Hrsg. | significati L 13 — 1) —n — o5 (b)) — — +—-,o5n — (bb
rsg. | significationem 135+ (1) 0 (a) T (b) > (c) G + 5 (aa) = (bb)
24 4 85 109 109 120 4 675 795 7
T L 1 e (@) 2051 0 ) T
1778 136 © 5 8800 5400 5400 40

7 superiore plagula dixi: N.43; S.616 Z. 18f.
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Addendo has duas formulas producetur haec:

3ma

Tnbb 437
mméb | 4BTn

®)
? 7

3

35+g"25 3275

6b5
C 625y +—2195% 4
a

4
4 Aba
@55
v 4 2
2 A
. 625 302 " 125
5
_ 10z,
5

25y%  +3mbbby  +

o)

3m36b% — 3m1652

5s

@a’

436b

7

@

p

15

3602 — 1632, 25>

37725

+46

4336b% — 6433
| A36b° — 6467,

8

1075

10

Quae formula producta conferetur cum formula ¥ modo in dicta formula § explicetur

ipsa 3. numero adscripto 4.

Sed ut probatio per numeros institui possit adiciendae sunt literae quaedam probato-

riae, quo utrobique numeri cognitae termini cuiuslibet numeris cognitae termini respon-

dentis aequivalent. Id vero ante omnia in nominatore faciemus, nam in solo nominatore 15

2-5

Nebenrechnungen:

6-9 Divisionszeichen wiederholt Hrsg.

35
_5
175

35 18
25 14
175 32
70
875
15
890

14 cognitae erg. L zweimal
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difficultatem habet collatio, quia tot in eo aequationes collatitiae, quatuor scilicet termi-
norum, quot incognitae, nempe s.b.g.h.

Sed video mutandum esse aliquid, antequam veniatur ad collationem, nam in una
dedi ipsi 3. valorem 1, in altera valorem 4. Itaque alterutrubi corrigendum, et facilius est
in novissima formula efficere ut 3. valeat tantum 1, et ita stabit:

3 3m36b2 — 3
M4 o524 3mebsy 4 om0y —3mh

o8 @ -
mds Bn
+ - + =
a @
6b5 5S A - 36b% — 36a® — 33
625y% + 9755 195y 455 ~ 3652 _ g2 ~ 25,2 12 A
a a ®
10v3 560
...... + =
@5s ®
GD @ ©
—21X —137pa +76a%¢ +66m
. 1098 Ba . . .
ubi loco , ut fractionem auferam, inter calculandum utique examen novena-
@53 @53

rium facilius reddatur. Eodem modo ascripsi —3da?. Etsi sub finem calculi poni debent
v na, et d N 0. Eodem modo et literae A.p.§&.m. sub finem calculi habebuntur pro
nullis, adiectae interim, ut numeri cognitarum formulae § et huius, sint iidem. His iam
quatuor collationibus totidem quaerendae sunt incognitae ut dixi, b.h.g.s. ac primum

11 Nebenrechnung: 178
_41
137

2f. s.b.g.h. (1) Ut er (2) Ut ergo ad collationem veniamus, (a) termini (b) nominatoris formulae §
cum nominatore formulae novissimae, utique primi termini iidem sunt itaque non est opus (aa) adiecto

termino (bb) adiecta litera probatoria, in 291 vero differentia. Nam terminus secundus (aaa) form (bbb)

2
nominatoris formulae ¥ habet 10g. cum in formula novissima sit 30+ 5 (aaaa) vel (bbbb) itaque ipsi 10g

2 102
addatur 20 + 36, vel ?5. | Eodem modo in termino tertio formulae § habetur 41h. et in respondente

novissimae, 31. Huic ergo addatur 46. in termino tertio gestr.| (8) Sed L
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valores ipsarum g. et h, statim habentur sine ullo calculo, nempe 10g n @6b2552+

¥ )
107v8a — (2 21\abs, (D abs et 41k n (2553662 — (255582 + Babb — (2 137ua2, « (2) 2.
N ) # 0 $ ) P
1000¢° n (8).6b,%25%s5, +(12 36b2252541075aA47@2936b22525421Aa55,
8 0 0 0
+(6) 66255210072 5%a> + (24) 6b255%212X2a?2552,,
0 0
—((24) 6255210y Sa21 \a5s,,, + 100073 53a3 - ®a*1255°
1
—(©100726%a*21)a5s — (1) 1078021202425,
0 0
—(®21°X%a*1255°
0

Sed hinc disco observationem perutilem, non esse dandum literis valorem numerorum
quos, aut quorum abiecto novenario residuis metitur ternarius, ut 3.6. nam hae vel in se
ductae, vel in alios plerumque faciunt quantitatem quae abiecto novenario nihil relinquit,
ut6 " 6n36. 376n18 373n9. 374n12,seuld. 375n15seu6. 37 7n21,
seud. 378n24seub. 37 9n 27 seu 0. Itaque literae b. pro 6 dabimus 8. et literae m.
pro 3 dabimus 4. Unde denique scribendo:

dma 25y%  + 4m8b5y  + —4m64b2 — 4m627 o
58 @
nbs 6Tn

@)

17 alios (1) rursus (2) plerumque L
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b A4b23 — 33[-15a2
6%¢+§§m@3+M¥7W”§%f+6 b ﬁ”“5y %
a a @
10
L T ©
@55
G G1D ®
—31\ —278pa +72a%¢ +66ma
Unde 10g n (2)8625s2 + 1078a — (2 31Aabs, « (D abs, et 41k 1 (2) 55642 — (2) 5562+
¥ 4 4 3 o 1 #
[a8b — @278/La2, o @ag.
¥ 2
®a*1255° " 1000g° n (®).8b,°25°° + (12 646°25%5*10~8a — (24) 6462257 5*31 \abs
# 1 ? p
+(©)8625571007% 8202 + (24) 86255231 ) 2022557
3 3
—(24)8b255%10vBa31 abs,,, + 100073 33a®
) 1
—(16)100y? 824231 \a5s + (12) 1073a312)2a22557,
1 ?
—(®31°)%a1255°
B
1-4
Nebenrechnungen: 319 63
B
325 [/]
_4
329
_41
278 [/]

1 + L dndert Hrsg.
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qui ipsius 1000¢3 ~ (8 a3125s® valor auferatur a sequenti formula, quae est
(@ a®s241h10g 0 (2) 25524 a(2) 8b25s>  (2) 5564b>

—(@ 555
+0a8b
—@ 278ua’

@ 255° @ al(12) 6425251080 (@ 5s64b>
—(@ 5sp”
+3a8b
-2 278a”

—(2 2552 (@ al@310abs (2 5564b% .

—(25s5°
+Ba8b
—@ 278a°

Residuum aequabitur huic:

a31255364b2 6 — a312553 33[—]a’125536a2 + (8) a®1255372a2¢

Quae aequatio collatitia orta est ex collatione terminorum penultimorum; ultimi
termini dant aequationem hanc: (1@@2412112 — (8 a41h1004% + @a41hﬁ [bricht ab]

15 + L dndert Hrsg.
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632 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 433

433. DE SERIEBUS SUMMABILIBUS PARS TERTIA
Januar 1675

Uberlieferung: I Konzept: LH 35 VIII 4 Bl 3. 1/6 Bl 1°. 1 S. auf Bl 31°. Bl 3v° leer.
Cc 2, Nr. 892 tlw.

5 Tanuar. 1675.

Pars III. schediasmatis de seriebus summabilibus

. . 1
et in specie hac: — 5
2
24+ —z %
2
Edoctus experientia calculorum superiorum, videbo an errores quos illic commisi,
possim praevenire. Ac primum exponam de quo agatur. Repertum est a me, si series
10 fractionum numeratore unitate, nominatoribus numeris quadratis unitate minutis expo-
natur, tunc prout nunc continue nunc per saltus sumantur, aut absolute aut non nisi ex
supposita circuli et hyperbolae quadratura, haberi seriei summam,

111 1 1 1 1 1 1 1 3
1) - - = = = — — — — — etc. N -
3 8 15 24 35 48 63 80 99 120 4
1 1 1 1 1 1
1I) = - . = + — . — etc. N -
8 24 48 80 120 4
1 1 1 1 1 1
15 III) - — - —= - — . — . etc.n =
3 15 35 63 99 2
1 1 1 . . .
v) - — - . - — - etc. n numero qui circuli
3 35 99
quadratura
V) ! ! ! tc. n det h; bol
o= . = . - — . n X r
3 15 120 etc pendet e yperbolae

Haec alibi a me geometrice demonstrata sunt. Nunc series istas duas quae ex circuli

20 et hyperbolae quadratura pendent analytice exprimamus, ut in earum summam inquiri

1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 — | — —— —— gestr.| etc. L 14 — | - — - gestr.| etc. L 15 = |—  —
120 143 168 195 120 168 99 143 195
1 1
gestr. | etc. L 16 — - |- - — gestr.| etc. L
99 195

19 alibi: vgl. N. 15, N. 382, N. 381 sowie die Arithmetische Kreisquadratur, LSB 111,1 N.39 S. 165 f.
u. LQK prop. XLIT S.88f.
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possit. Si nimirum quadratis restituantur unitates ademtae, habebuntur in quarta serie,
4.36.100 et radices 2.6.10, quorum intervallum 4. Eodem modo ex quinta serie, 9.49.121.
et radices, 3.7.11. quorum intervallum etiam 4. Itaque ponendo intervallum 4 esse [.

et unitatem n a. poterit utraque series sic enuntiari: . Ponendo scilicet y. re-

4
praesentare numeros progressionis arithmeticae, quorum intervallum [ sit n 4, item sic:

1
——- Sed et adhuc aliter, nam y* — a
y2—a
3.35.99. aequari 1 ~ 3, 577, 97 11, item 8.48.120. aequari 2 ~ 4. 6 ~ 8. 10 ~ 12. Itaque

numeri progressionis arithmeticae, quorum intervallum g3, sit 4, undecunque oriantur,

1
y? ap

2ny+a " y— a Considerandum est itaque,

1.5. 9. 3.7.11.
appellentur y. ut 1.5.9. vel 2.6.10. Itaque ratione ipsorum ipsi erunt
2. 6. 10. 4. 8. 12.

B 3 173 577 9711 3
y + —, nam — est 2, vel y + 2a. Unde ny?+ Sy * vel si
2 2 274, 678, 10" 12. 2

mavis y% + 2ay. adeoque tam circuli quam hyperbolae series quadratrix ita exprimi pot-

1
erit[:] vel — . Habemus ergo repertas iam serierum formulas quatuor,
9 B Y% + 2ay
Yy + 9 Yy ok
1 | 1 | 1 | ¢ s vol 1 . . i
ve ve ve et si vel unius ex eius reperiri possi
, aB y? —a?’ 5, B y? + 2ay’ p p
s L

summa, habebimus circuli simul et hyperbolae quadraturam.

Porro methodum inquirendi in serierum summas, ego primus omnium reperisse credo
universalem; ita ut datae cuiusque seriei, quae modo formula analytica certae dimensio-
nis explicari possit[,] haberi summa, aut inveniri possit in-summabilitas ope conditarum
quarundam tabularum, si quis modo calculi laborem subire velit. Res eo redit, quaeruntur
serierum propositarum seu summandarum, series summatrices.

Tam ex serie summatrice data haberi potest series eius summanda; contra vero nemo

1
1 in (1) prima (2) quarta L 4f. enuntiari: (1) y2 — % (2) ——— scilicet y (a) esse (b)
2

Y

4
repraesentare L 7 3.35.99. (1) fieri ex (2) aequari L 8 f3, sit erg. L 9 appellentur y. (1) et
proxime sequens erit y + 2a (2) ut L
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634 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 433

methodum explicuit ex data serie summanda inveniendi summatricem; utendum ergo
arte analytica generali, a qua et nomen habet; et sumtis seriebus summatricibus indeter-
minatis generalibus, inde derivandae earum series summandae, quas conferendo datis seu
propositis; resolventur propositae series in partes quales res postulat. Series autem sum-
matrices quantum licet generales assumendae sunt, quo minoribus tentaminibus quaesi-
tum obtineamus. Et vero nondum mecum statui, an possint novis adhibitis characteribus
excogitari [formulae], quae plurium imo omnium dimensionum formulas in se compre-
hendant unae.

7 formulas L dndert Hrsg.
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44. DE SUMMA SERIEI FRACTIONUM DATAE

44,. DE SUMMA SERIEI FRACTIONUM DATAE PARS PRIMA
3. Marz 1675

ﬂberlieferung: L Konzept: LH 35 VIII 4 Bl.4-5. 1 Bog. 2°. 4 S.
Cc 2, Nr. 915 A tlw.

3 Martii 1675

De summa seriei fractionum datae

cum formulae differentiarum comparatur

cfy 4+ adfy +adfB

¥ + ¢ffB.. +adg
+ acg..
cf.. + cfpB.. +acgl
cy + cf i + adf .. +a’dg
cy + ad + ad ; + acg..
fy+ag fy+f8 f2y* ©,+2afg.. +afgp
+ag + f2B.. +d’g?
T
. Fadf 8 £ acgf
sive I D) .
fy*+2afgy +afgB
+ f28 .. +a’g®
7f. De (1) summis serierum (2) summa seriei |fractionum erg. u. ge-
str.| frac tionum erg.| datae ... differentiarum | generali gestr.|] compara-
tur L
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Ffadf B £ acgf
—
f222 + gﬂz *

Esto iam data formula . Cumque numeratores sint iidem, aut si

non essent(, ] cum constantes sint, multiplicando dividendoque facile reddi possent iidem,
restat ut nominatores conferamus, quod ut succedere possit, faciamus z n y + d, erit

f?8= _ f*By | [*pd

222 0 2% + 2f%dy + f2d?, et 5 n 5 + 5 et fiet nominator correctus:
2y + 2f%d y + f?d® conferendus nominatori superiori:
120 [2pd
+ 5 .+ 5
Py + 2afg y + afgB
+ 8 .. 4+ 4?4

Primi terminii iidem sunt, collatis ergo secundis, fiet haec aequatio:

. 4ag 9 16a2g?
4fd |'|4ag+f651vefr| et fn

4d — 3’ 16d2 — 8dfS + 32
Collatis ultimis terminis aequatio haec habebitur: 2f2d? + f23d n 2afgB + 2a%¢>.
N B 1
16a2g? dag
16d? — 8dS + 32 4d — 3

Substitutis ipsius f explicationibus, sublatisque fractionibus, fiet:
[32a2g2d2] [—1—16@2926(1] n(2agfdagid | —2agf4agf, +2a%g*16d> —2a%¢*8dS +2a°g> 3°
7 N——
16a292ﬁd
7

Unde fit denique aequatio impossibilis: inter 8 et 2.

—8a?g%3? [+32a2g2d2] [— 16a2gzdﬂ] +2a2%g% 32
7 7

Sic ergo exitus non datur, et remedium aliquod, si licet quaerendum est.

Ad originem ergo huius seriei ad summandum propositae redeamus. Ordinata cyclo-
ex

—n Y.
V2ax F a2

. e ax A . €
cissoeidis erat ———, multiplicetur quantitate assumta —, fiet:
a

V2ax F x?

14 [+16a%g2Bd| n (1) 2agBdagl6d? — 2agB4ag8dB + 2agBdag n 2agBad — 2agBd (2)

2agfdagdd | L 18 redeamus. (1) Aequatio (2) Ordinata L
—
16 aZg?ad
7
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e?x? 2 e*x

Unde ———— n
neQaaz*gﬂ y 20 F x
2

2ay? ax a‘x
7y[|‘| x]. Sed hinc video nil novi; rectius ita: ny. Unde ——— n y°.

2 % 42
ety 2er ¥ Cop2 26*535
V a

2 2

2 1
i n z. Unde et haec: e vel 5 - ponendo
a? t ayz a? ¥ EyQ L+ey

2

. Unde 2ay? ¥ 2y® n €%z, vel 2ay® n €%z ¥ xy?, vel

Unde a?z % Eny n 2ey? sive
a

a n 1, et e in circulo signum —, in hyp. + continere. Unde 1 — ey? + e2y* — 34° etc.

et e’ e’ 1
Summae b — — + —— — —— etc. Ponatur eb? n 1. seu b 0 —. Sin malis relinqui a?,
3 5 7 Ve
2 2,4 3,6 3 215 317
ey ey e’y b eb e“b e’b
fiet: 1 — 4+ —— — —— etc. Unde: — — — + —— — ——.
a? a® a’ a 3a*  5a” Tall
2
e
Sed video nihil his obtineri; nam aut —- ponendo n 1. aut series in aequationem
a

cogibilis inde fieri non potest.
Ad aliud ergo remedium confugiendum tentandumque est, an aliqua series summa-
bilis addi possit datae, ita ut summa inde facta comparabilis summabili reddatur.

h m
E.g ad % it ddat i ta.
& ad s Sdazy T gz Auacsitam, addatur n 257 T 9afqy + atg? venta
a’p Bda?
T"+ 2 +f26~- +afgpB

Summa ex ipsis formulae summabilium quadratoquadraticae in nominatore, quadraticae

in numeratore comparetur; quo facto si in tanta arbitrariarum, d, f, g, h, m, et earum

ly? + ny + pa

praeterea, quae ex formula , peti possunt numero sex, vel saltem neglecto

—y2+ ry +s
a

[, numero 5, fient decem minimum arbitrariae, collationes autem sunt numero novem.

ca

2 —
y +26y

2ay?
e? £y?

2
oy
| nx erg. Hrsg.| . (1) Sub (2) Sumatur iam: o (3) Sed L 11 ad (1)

addatur - (2)% L 12 (1) +a28 .. (2) +£28 . L

12 23 ..: Leibniz dndert hier und in der Formel fiir b auf S. 641 Z. 24 punktuell den Faktor a? in
12
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638 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 44,

Sed et unam adhuc arbitrariam forte facere licebit, forte; explicando y, in posteriore

formula fQQit Imo si alias adhuc adicere velis formulas summabiles augebis nume-
y* etc.

rum arbitrariarum, modo non augeatur et numerus dimensionum seu collatitiarum, quod
difficile erit evitatu.
© D

I
EyQ +2yB + B

Lo
27 Ty +ny +ng lg y, ng 5| ql 4, 2lgf 4
g . 7 o 7 . Unde 27 + ) 2 2
STy ayg'i‘zﬁy'i‘aﬁZ
2qp31
+r . +rp + q2ﬂ . -~
a a
l l
? e + .
a a

Patet ergo terminos duos altissimos destructum iri, et fore arbitrariarum undecim,
d.f.g; h.m.l;n.p.q; r.s; collationum autem (y2.y.a in numeratore, y* +y> +4* + y + a. in
nominatore) in universum 8, et arbitrariae supernumerariae erunt tres, quarum ope si
exitus reperiri non potest; has methodum in hunc quidem usum non ultra sollicitandas
arbitror.

L0, D TOPIe)

SR QY
plag. 13. fine, et plag. XV. initio calculata sunt, et inter se consentiunt, erit ponendo pro
eng. fnr. gns. bnl. ecnn. dnp.

. Tam ex iis quae schediasmatis De seriebus et quadraturis

3 modo (1) earum nominator (2) non L 13 usum (1) mittendas arbitror (2) non L
15f. quadraturis (1) parte (2) plag. 13. L

5-9 Leibniz vergifit in den Formeln (O u. ) den Term + pa, in @ u. § den Term + sa; er bemerkt
den Fehler auf S. 642 Z.7 und schreibt anschliefend die vollstdndige Formel neu an. 15 De seriebus
et quadraturis: N.3815 S.525 Z.1 — S.526 Z.9 u. N.3817 S.539 Z.11 — S.541 Z.8.
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1 2 3
n
TOYEQY n *gfzyz f2p8  y  Fqpf’
l 2
fr—ﬁ .. *qnﬂ frpal
a a
20s3 .. #lsS?
l 2
fi fnsaf
a
|q.n.r.| |q.n.r.p.s.| |q.n.r.p.s.|
4 b) 6 7 8
2 2 232 2
q 2¢°p ap qr?
N Yyt +qs°
a a a a
2 3
v qrﬂ” +r23 .. +rsaf
a a
+2¢s .. +2rsa .. +s%a®
+r2 .. 428 .. [qr.s.
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1 2 3
hf? y? +2afgh y +a’g’h
+a®Bh .. +afgBh
+ma? +2da’*m .. +d%*a®m
a’Bm Bda*m
2 - 2
Tam %
5 am?% 4+ hHn 1 z G - 3
Cf 12afga® P +a2g?a® P +d2g?2dd® y +algPd*a?
+a%Ba® .. +4afgBa® .. +afgB2dd® .. +afgfd’d®
a’g’a’® da?
+f%2da* .. +2afg2da* .. +QT/3 . —|—a2g267
2 2 2 2
LB e | L0f9808 afgBBda
2 2 2
2 2
10 —&-M . 42afgd*a® ..
24 2
+a ﬁ; p +a?fBd%a?
+d%a®f? . +%ﬂda2..
+§%if2.. +9z%%i

In his duabus formulis inter se conferendis, sunt cognitae, a, 5; quaesitae: ¢, n,l,r,p,
15 s,h,m, f,d,g.
Ante omnia per 4, erit f n ¢. Literae quae saepissime occurrunt rectius in postremum
differuntur.
h occurrit vicibus 5 semper simpliciter cum f2.fg.g>

2 cum d.d?

14 cognitae, a,3; (1) arb (2) indetermi (8) quaesitae L 16 f nq. (1) m per 1 (2) m per (1),
et h.s.q.n.lr.d. per (2) in (3) Literae L 17f. differuntur. (1) Saepissime autem occurrunt h, et m,
proxime q, inde r.h occurrit vicibus 5, semper pure (2) h ... semper (a) pure (b) simpliciter L
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ifzh. fgh. f?d. f2d®> 1lgq rril.r?

fg.. fg. T .1
nnq - q
gth. gf h .
d ..d
Cd? AP gql.q2
.n
dd m. d&®m T
2oL
fg - fg
PRI
Repetam: h hfg 2.3 m md 3. d dm 2.3 d*>m 3.
L7 L . d* 3. .f? 56 . f2 6.
g 3 e 1.2 .fg 678 . fg 7.8
g 78 ¢* 8.
e 6.7 o 7.
llgq nmng qql ¢ rrl 17 f g
T T . .n
r . q

Sed cum nullum magnopere ex allegatione coepta usum videam, eam non perfeci.

Quoniam tamen in calculo tam prolixo opus est compendio, ideo seriem h, ita exhi-

m
bebimus: ——————— ponendo scilicet multiplicatam per f? fractionem h. Fractionem
y2 + by + ca
h 2a 2 a’g®> +a
% ita exprimemus: ——————  ponendo b M M, et cn Lfgﬁ, et en
y? + ey + ae 1? f?
2
a Bd 2¢ —a
2d+ —,etend?>+ " unde d n .
* 2 + 2 4
2
1 (1) f vicibus 3 semper cum h; bis cum g, semel secum ipso (2) f L 24 bn (1) Qafgf%ﬁ
2 —_
(2) —2afgf—;f A L 25 unde d n 2e—a erg. L
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642 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 44,

—|—my2 + emy + aem
+h .. +bh. +eah
y* + by3 + cay? + caey + cae
+e.. +eb.. +ach..
+ace ..
FOPEQD
QY

cognitae seu unitati. Videamus tamen an non et hanc brevius exprimere liceat, nempe:

Addendo iam % et h reformata, fiet:

5 Unde patet in fractione ex ® et ) facta, nempe posse audacter poni ¢ N a

Nota ® et [?] non bene supra expressae quia in ipsis omissae p et s. Sic ergo:

® D
l 21 1%
_y2 + _ﬂy + ﬁ
a a
10 + n..+ng
Lo
—y~ +ny +pa + pa
4 %
Yy 4+ry +sa - y: + 2By + 32
+ r. +rg
+ sa
Q ¢
9 2 2 2 b_
641,24 Zu b n M7etcn w: Ergo g n Jo—JB et cna?”
2 1?2 2a
b—p ~b-—p .
TD’ +a0, 5g Ergo c. non est quantitas separata, sed pendens a b.
a
1 2
-y~ +ny
6f. nempe (1) ® manebit ¥2——— (2) Nota ® et | D dndert Hrsg.| non L
2 2e —a 2e — 3

641,24f. e n 2d + % ...dn . Die fehlerhaften

: Richtig ware e = 2d + g bzw. d =

Werte fiir d bzw. e gehen in |, S.647 Z.16f. und in N. 445 S.653 Z.3-6 in die weitere Rechnung ein.
7 Nota: s. Erl. zu S.638 Z.5-9.
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l

—y2 + \y + 7ma »

Et ut compendio consulamus licebit ) ita enuntiare: ‘12— —. Tantum
Yy +oyt+ova 8

ergo notemus; € pendere ex €. p ex 1. oy ex r et s. A ex [ et n. et 7 ex l.n.p. Igitur

7®§+ 29 faciet:
8
pay®
F< +on.. + opay n oy
+ool .. +ovan.. +ora’p
+ Ta ..
¥ +r)h .+ rma.. n »?

+ sl ..+ sa\.+ sa’w

Sed iam ex numeratore ©% + D intelligo conferendo cum calculo superiore, nul-
lum hic a compendio seu brachylogia haberi lucrum, nisi forte in nominatore, cum hic
per brachylogiam tantum novem habeantur quantitates, partes formulae, supra vero 14.
Itaque retento superiore numeratore, quia nullum a comprehensione seu brachylogia lu-
crum, nominatorem novum adhibeamus, multiplicando: y? +ry + sa, per y?oy +ora. Sed
ne in lapsum proclives simus describendo ob affinitatem r et g, et s et or, satius ergo pro
o adhibere ¢ et pro or adhibere, v. et y? 4 ry + sa, multiplicata per y? + oy + va, dabit:

12f. habeantur (1) termini, supra autem (2) qua (3) quantitates, (a) hic vero (b) partes formu-

L o

—y~ +ny+pa

lae, (aa) hic vero (bb) supra vero 14. (aaa) Commodius ergo sic exprimemus ¥— 3'27
Q y© +ry +sa

1
;y2 + Ay + A8

tra oy 218 . 14
t———— = ponendo A 1 — +n et o N 28 +r. Unde fiet multiplicando per crucem, —y* (bbb)
y2+ ey +ef 8 a a
+ sa
1, 1
—y +=By +A8
a a
) +A .. +pa
Posses et — sic exprimere: ———— . Sed nec hinc compendium valde notabile; (ccc) Commodis-
y2+6 y +Be
+o0 .. +oa

simum (ddd) Itaque L 14 +ova (1), unde fiet: (2) Sed L
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nominator
4 3 2 2
y +r y+say +epsay+ysa
+¢ .. +or.. +yar.. qui est denominator fractionis cuius numerator est,
+a ..
numerator
8 y? F2apfy ¥ apf?

l
i%ﬂ . B . F rpafB

$2lsf .. % 1sf?

l 2
fi .. ¥ nsaf
a
Quae fractio conferenda est cum superiore cuius
nominator numerator
£ P ) 7 8 1 ? 3
y4 +b y3 + ca y2 +cae y +ca’e +ma y2 +ema y + a’em
+e .. +ef.. +acl.. +ha .. +bha ..+ ca’h
+ae ..
Quaerendae sunt: b.c.e.(¢).h.m.,l.n.p.r.(p)s.

——

()
. . sa+ pr+vya —ef — ae .
Ex coll. 5, erit b n 27’ + 28 —e. ex 6, erit ¢ n - Ex 1, erit

a
d? d —
18  Nebenbetrachtung: € n i Est autem d n 64 ¢ pen28+r. yn
B2+ 1B+ sa
. .

Inveni errorem in eo commissum, quod ¢ velut literam separatam, a b independentem
supponi, quod non est.

d? d
10 superiore: S.642 Z.1-4. 19 € = Zﬁ : Leibniz {ibernimmt die Werte fiir ¢ und d von

S.641 Z.25 (vgl. Erl.), fiir ¢ und 7 aus der Formel § S. 642 Z. 11-13. Beim Ubertragen der Gleichung fiir
€ unterlduft ihm ein Schreibfehler; der fehlerhafte Wert geht in die Berechnung von ¢ in S. 646 Z. 1{. ein,

wobei weitere Unstimmigkeiten auftreten. Das Ergebnis beeintrachtigt die Rechnung in N. 445 ab S. 658
Z.1.
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nBa £ Irf — ha?
mn

infBa’e £ lrfea — hale + 2rha® + 28ha® * nB%a® ¥ 21sBa? * lr3%a

pn 3
F2a30
2Bsa+rsa+rB32+r2G+rsan esa+2ﬁer+2r2e+eﬂ2+er5+esa+2ra5+2ﬁaa—
+3Ber + 2r2e + ef% + 2rac + 2PBas — eac — rf3% —r?3
2Ba + 2ra — 2ea
autem 8, fiet: 5
38er % + 2rie % + eB? 5% + 2rac $% + 2Bac 3% — eac 37 — rB% 5% — 123 5*
B4+ B+ B+ B+ o= B — B — .. N

, ex 2, erit

- Ex 7, fiet:

. Ex aequatione

eas adeoque s M

.s8a+ ....sa+ ...+ ....8a+ .... Sa— ...8a4 — ... 84— ... Sa
sa’e2fd —|—7"ae 204 —l— a’e 284 —e*af2Bd —a’ec2Pd
—_——
—_—— 2
2rg 2041 2rd prrrb+sa 2rd 2rd 2rd 10
a
— 2eq — 2ed — 2ed — 2ed: — 2ed
Sed cum duae literae sint in mea potestate, utile videtur, ponere, s n 0. et fiet ex coll. 7:
® r? +30er +ef3? n0 et ex coll 6[:]
=
—32.. —eae
15
2¢ — (3 2¢ — 3
15 —4524) " 2
13 Kontrollbetrachtung mit Nebenrechnungen: (e n —?) 30e n n
15 8 Al eFPn-15"8 4[]
—90, =16 01 —106. —19n2—f4. _8 I#f6 — ————— " n6-—. E
quo calculo apparet r esse quantitatem realem, quod desiderabatur.
644,18 ¢ n sa—i—cpr—f—'ya—e,@—aa' (1) Ex 7. explicando ¢ n 283 + r, ex coll. 7. fiet: (2) 2(33sa
a
7 Ze _ e — fe2 _
(3) v (1) Bx 8, o pn SMEterletnalemeefofe” gy quai9d n 264 & (1) ergo
sa -

4e? — dea + a?
n— e

2 2 L
3 +(2) pn268+r

£
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646 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 44,

4e? — 4 2 986 —
Jr357”+7’2+52feﬂfasrl().Estautemeﬂ € eata + pe — pa

32 2a
4e? — dea + a® + 32Pe — 1653a
32a
4€? + 4ea — a? — 32B¢e + 1683a n 0 sive
e + fBe — 9683r
— da.. — 327
+328.. — 3232 n 0.
+  d?
— 1603a
4
Ex priore aequatione, coll. 7. substituendo pro € eius valorem, fiet:
r2 +96Ber+ 3262 n 0.
+ 82 + 8Be?
— 8ea — 8eaf
+ 2a®  + 2Ba?
+648e + 6453%
—328a —323%a
—326% — 4é°
+ 4e%a
— ea?
— 320362
+ 16ef8a
64e — 3203
Sed aliter quoque et credo brevius: Ponendo, ut dixi s n 0. fiet et ca

vel e n

. Unde ex coll. 6 fiet: 963r + 3272 + 323% — e —

2e n 0. Ergo

vel ¢ n 0. ut paulo ante, vel potius divisa aequatione per c. fiet € n 0. Quo facto exitus
2
a
habetur planus, quia fiet: & e:2 — ae+ vy n 0. Habetur ergo e pure, sine r, et proinde r
+806 —40a
quoque.

649 n 0. (1) Eodem modo in priore aequatione (a) subst (b) Ex coll. 7 (aa) fiet (bb) fiet (3) Ex L
23 facto (1) ad utrius (2) exitus L

15
645,16 (e n —?): Leibniz verwendet die Gleichung von S.647 Z.17 mit den Werten 8 = 4 und

a=1. 1f. Est autem e: S. Erl. zu S. 644 Z.19.
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N. 44, DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 647

Aequationibus @ ex coll. 7, et & ex coll. 8 inventis restat aequatio invenienda ex
coll. 3. ubi quia s et ¢ sunt n 0. ponendo etiam p n 0. restabit ex coll. 3. ca?h n 0. id est
vel ¢ n 0. vel h n 0. Sed non licet ponere ¢ N 0. quia in valore ipsius ¢. ex coll. 6. non
continentur aliae incognitae quam r. et e. quae iam sunt inventae, erit ergo ex coll. 3.
h 1 0. Sed iam video id non licere, neque h neque m facere n 0. Quare nec p licebit
ponere 1 0. fiet ergo: ex coll. 3. fapB? F rpaf n ca’h. vel

tnfael TnpafB Flrfef (F2sBaB|—haeaf Flrf?a +2rhaal +2Bhaaf

.ar  ...ar  ....r . ...ra ... ... Ta Lo..ra

n 2ca®h,

sive n + 2pra?h + 2vaa®h — 2eBa?h . Ac primum parenthesi inclusa

evanescunt, quia s et € n 0. per superiora. Supersunt incognitae, h,n,[ ex quibus duae

sunt supernumerariae, non tamen licet ponere A 1 0. neque n simul cum [. Optimum

ergo erit ponere vel [ vel n aequale n 0. et h. arbitrariae valorem quendam ascribere, per

quem aequatio reddatur simplicior. Hac ergo in parte manifeste habetur exitus, tantum

unum excutiendum superest, an e et r sint quantitates verae, an imaginariae. Imo de
e—a

e non metuendum, nam si € N 0 fiet per superiora d N —3. ut idem d n

a—4 2e —a
ﬁ. nam divisibilis est aequatio & per d, aut per

. Ergo

en

16 per superiora: Leibniz verwendet die fehlerhafte Gleichung fiir € von S. 644 Z. 19.
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648 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 449

44,. DE SUMMA SERIEI FRACTIONUM DATAE PARS SECUNDA
3. Marz 1675

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 VIII 4 BL6-7. 1 Bog. 2°. 3 S. BL7v° leer. Datum
u. Uberschrift erginzt. — Auf BL 7r° auBerhalb des Textes 3 Skizzen in Blindtechnik,
5 moglicherweise zur Rechenmaschine (hier nicht wiedergegeben).
Cc 2, Nr. 915 A tlw.

3 Martii 1675

Pars 242 De seriei fractionum summa

cum formulae differentiarum comparatur

10 His ita pulchre in speciem procedentibus, denique errorem aliquem subesse depre-
hendi, non quidem calculi, sed quod peius ratiocinationis, nam praecipitato nonnihil iu-
2a9+ /3
f
b—p b—p
2 ~p 0P ~ 2 A
a292+afgﬂ a-, f ) 2 D77+a’ﬂ7 f ) 2,
——5 . ergocn 5 ,
f f
b2 —2B8b+ 3% b3 - % . b2 — 2b3 + 3%, +2b3 — 23% . b? — 32
+ sive ¢ n sive ¢ M .
4 2 4 4
b2 _ 52
4 )

. Unde

dicio sumi b. et c. velut a se invicem independentes, cum tamen sit b n

~b—
gnf, —ﬁ.Iamcl'l
a

sive ¢ n

15 Ergo omnium serierum, quarum numerator constans, nominator vero: 42 + by -+

1 1
ut 5 5 iniri potest summa. Unde si sit series ———_—————. conferendo
b= —p

2_|_2 + 2°

4
b 2 b2 b2 2
erit: p n 7 et u?n T Ergo TT 1 Ergo 8 n 0. quod est absurdum.

8 Pars 292 (1) De (a) serierum (b) seriei summa (2) De L
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N. 445 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 649

1 b b?
Videamus an habeatur series: ———————. Unde conferendo: p1 n = et p> n —.
v2 + 2y + 12 pig e r iy
+ &
b2 ) b2 52 ) ) /32
Tam T +£&°n T 1 Erit &£ n — I quod est absurdum.
2 b2 - ﬁz 2 2 — 5 2
y® + by + — conferenda cum: y* + 2dy + d fiet d n , et d°n
g pd
+ 2 + 2
4b% — 4bf3 + (32 3 2 2 2 2 ~
— 5 Unde + B2 [+4b8|—28° n —4ﬂ aequatio absurda. Ergo
7 7

ne ista quidem series.
Sumamus seriem polygonorum, et videamus quarumnam ex illis fractionum haberi

possit summa. Porro ut alibi ex Gosselino calculavi, si numerus angulorum sit B, latus z,

{ + 4a?
2 B —B
numerus polygonus erit: a2+ 2? 5 a4 z. Explicetur z per y + u, fiet:
2a+ B
2a y? +2a " 2u vy +2a p?, divisisque omnibus per%, fiet:
+B .. +B +B
2 2 2
+4a? . +4a®
—Ba —Bap
2 h 2
) 2ab + Bb — 4a® + Ba
e + uy p?. Eritpn %t B .et
+4a? . +4a® 1
—Ba —Ba
+2a +2a
+B +B

4-651,3 y2 + by ... [irrationalem]: Leibniz versucht nacheinander drei Zahlenfolgen durch Koeffi-
zientenvergleich auf die Ausgangsformel zuriickzufithren. Ab Z. 16 unterlaufen ihm einige Fehler, welche
die Uberlegungen beeintrichtigen. 9 alibi ex Gosselino: Leibniz exzerpiert den Satz iiber die Po-
lygonalzahlen aus De arte magna, 1577; Bl. 111° [Marg.] und iibersetzt ihn in eine analytische Formel
in N.415 S.601 Z.8-18. 16-650,15 +py: Leibniz vergiBt den Faktor 2. Der Fehler geht in die wei-
tere Rechnung ein und beeintrachtigt zusammen mit weiteren Unstimmigkeiten in der Gleichung S. 650
Z.10f. die Berechnung von b in S.650 Z. 14 f.
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650 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 449

2 4a°b? + 4abBb — 16aba’® 4 4abBa, +B2b? — 8 Bba? + 2B%ba, +16a* — 8a®Ba + B2a?
" 4% + 4aB + B? :
Unde fiet: 4a2b2 + 4abBb etc., +2ab, ~+4a® n { +b% " +4a? .

+Bb —Ba —3% +4aB

—4a? 4 +B?

+ Ba

2ab + Bb — 4a® + B
Compendii causa rectius ita procedemus: Ponendo p n b+ Gy g +ba vel
a
da—B," a 4a— B = 4a— B[,” d 4a — B
b— ————— erit u?> n b*> — 2b : . E b? — 2b
2a+ B et 4 a2a+B+ 2a+ B L. Ergo a2a—|—B+

4a—B[,"a]D+ 4a— B,  ap|4a—B,,,"b" 2a+ B,,—4a+ B,” a . b2 — 32
2a+ B 2a+ B 2a + B, [] 4
7

Multiplicentur omnia per 16a2 + 16aB + 452, fiet:
(16a20%)(+16aBb?)(+4B%b2) — 2badada — 2bada2B + 2baBda + 2baB2B + 64a* —
7 V4

32a°B + 4a2B2 n (16a2b2)(+16aBb?)(4B2b%) — 164232 — 16a B> — 4B232.
4 4

Unde patet huius aequationis ope regulariter inveniri posse b. Adeoque regulariter
summam numerorum fractionum polygonalium inveniri posse; fiet
—16a23? — 16aB3% — 4B%3? — 64a* + 324> B — 4a°B?

bn
—32a3(—16a%B + 8a%B) + 4a B2
—8a’B
Exemplo utamur pentagoni cuius formula: y?+7pay+7p?. Ergo pn — 9 et
+ a +ap
b2 — 2ba + a? b2—ba—|— b? — a?
> n —————— Unde 4 4 y seu — 4ba n
49 7 4
7f. .7 a erg. Hrsg. zweimal 13 numerorum (1) polygonorum (2) fractionum L 13 posse;

(1) fiet enim b n (2) ponamus (3) sed nos e diverticulo in viam redeamus (4) fiet L

16-651,3 formula: Die Formel fiir die Fiinfeckszahlen ist fehlerhaft und beeintrachtigt zusammen
mit Fliichtigkeitsfehlern in Z. 16 (in der Gleichung fiir p fehlt der Faktor a im Nenner) und in S. 651 Z. 1

7 .
(in der zweiten Gleichung der Kette miifite +§a2 stehen) die Uberlegung bis S. 651 Z. 3.
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M b+2 i
—a sive
3

4 4 4 4a? 2 2
3b2 — 7a?. sive b? + gab—i— §a2 n §a2 +7d® n ¢ —’;)63(1 n \/679(1

aV67 — 2a
b|'|73

. Et notabile est infinitorum numerorum rationalium summae sic aequalem

haberi [irrationalem].

1 N 1 - O+y*(=Y Y2

hui iei t 1. est d
e Ryl ey uius seriei momentum ex y + 1. es 1 quo
2
haberi potest. Eiusdem momentum ex y — 1, est: Qyi Haec ergo pendet ex 5
Yy +2y+1
1 242 1 1 1
. y2—|— v+ nlet— vt M . Ergo QL pendet etiam ex
y+1 y>+2y+1 Yyt +2y+1 y+1 Yy +2y+1
1
y+1
cy—cf  y—p4
n da
da c da+ cy — cf + da e da
+ n , seu vel €_ Pone —f3 + — n S fiet:
-0 y+p y? — y-02 - p2 prons
d
aa n23. 10
c
11 y=0B-y=-p _ [-2]]
y+B8 y-—p Y2 — B y? — B

Operae pretium foret invenire indicium unde pateat an aequatio impossibilis etiam

ante collationem.
bf — b2 2 _ 20 2 2132
bf n2ga+ 53, et f2c n g?a+ fBg. ErgogﬂfQ—CLJcﬁ7etg2n f 4";2’6+fﬂ .

e 10 O ) e B
) 9 9 . 4 . 1ter:

4a¢

15

3 rationalem L andert Hrsg. 4 huius (1) figurae (2) seriei L 11 282 L dndert Hrsg.

4-7

1 1
R + ?: Leibniz vergiflt auf der rechten Seite der Gleichung im Zahler den Term +vy;
ye - Y

die Uberlegung bzgl. der Momente wird dadurch nicht wesentlich beeintréachtigt.
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652 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 445
a2 54 i

I 2ga . 4¢%a? . b—pj Hbﬁ_ﬁa‘FQﬁa +Bd," b—p

e - ¢ .

b—p b2 — 200 + 32 44%a? 4a?
b2 — 203 + 32
b2 _ 132

Ergo cn

10

15

. .. . .. a
pure, sine alia incognita ex coll. 8. Nimirum fiet: e n

Redeamus ad nostram collationem:

.4 ? B 4 14 6 7 3
¥nfl y? F2apBy FapB? vt 42ry® +2sa y? +208say +3%sa
¥ nB%. Frpaf +28..  +3Br .. +3rsa.. +rfsa
l
0 s x5 + 2. 4B . +s%a?
a
l 2
* i *nsaf + 2. 4 .
a
b2 b?
+may? +ema.. +a’em vt o+ by 4+ T e +Z6 Y +b2as
b2 h 2 2 132
+ha .. +bha .. + Z +e. - % f%e 54(16
2h
_ai + eB .. Hacb ..
+ ae ..
¥ ¥ Irf3 — ha?
bn2r+28—epercoll. 5. mn nfa 26 ¢ ex coll. 1.
a
2r+20—e
—_———
¥ enfa £ elr — eha® + bha® ¥ nB2a ¥ 2lsBa ¥ lr3>
n ex coll 2.
¥2a2(3
m et h non possunt poni n 0. singulatim, aut simul.
1] dr + 30

PonesnO.ﬁeteXS.bn§eteH >

, nisi malimus ex 8, e n 0: Habebitur e

. ut praecedentis plagulae

4
17-653,1 b n g et en TJ;?’B

: Aus dem Koeffizientenvergleich ergibt sich b = § und e = 2r + .

Leibniz iibernimmt anschlieend jedoch den ebenfalls fehlerhaften Wert fiir e aus N. 44, S. 647 Z. 17.
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fine ostendi. Ponendo igitur s n 0. et € n 0. poterit iam r inveniri nulla alia incognita
implicata, nisi e, quae pro cognita haberi potest.

a—406 a—4p3

HQ,_/ H%—/

Nimirum ex coll. 7: 45%r + 4r23 n b%e — [2e.

4r% + 8rf8 — dre, +45% — 43¢, +¢ 5
—_—~
a—40 a’® — 8aB + 163>
2 4

Ex qua aequatione reducta, fiet:

n 8r2a — 48(32)r24, +48Ba — 144 rB? — 4ra2
w I
(+ 4;45@@ 47;1545] + 625% - 12053 - 106&2
(- 6457 42 (— a?248 — 43aBa)(+ 49aB45) (+ 8¥58%a) [ — 8K58%45) 10
w 2 yr 4 r w

seu colligendo:
¥ 17

+ 8alr? |+ 1448 r [+ 626% n 0. et ordinando ad extractionem:
483 - A 1204
T +8a—48p3

—  108a®
a3
+ J—

2 15
18a — 483

652,18 ex coll. 8 erg. L
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654 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 449

r? | 4+ 1446% » | +  207365* n
— 4q?
- 11523242
8a — 4803 526%a
+ 1644

64aZ — 76843 + 230432, 4

+ 2073643 - 626%

5 — 11526%a> + 120833
+ 16a* 9

6102 —768ap 1230457 ~1 | T 10Pe

a3

2

4803 — 8a

2 42 1 1
Frgo #r % 300 \/ 90000 ~ 6108

184 IS12.0 " 181 3 Ponendo @ n Loet 5 n 4. Unde patet

hactenus nullam occurrisse impossibilitatem.

1 1 1 1
10 Quemadmodum ergo e N 7;’ itar n :F\/Sl + % + 333 — 57125 seur n ?87125 y

1 1

1-7  Nebenrechnungen und Zusdtze s. S. 660 Z. 1 — S. 662 Z. 3.
10f. Nebenrechnungen:

1 23
20 B
A 3786
92 |1 9 1 18| 9
235210%12@5 G198 £ 33cn 33 - |
1844 1844
18 18

3 15
10f. en —5: Aus 3 = 4 folgt geméB S.652 Z.18 e = -5 Fir die Berechnung von r verwendet

Leibniz Néherungswerte.

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3



N. 445 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 655

2
ema + bha ¥ nf% ¥ 28 ¥ lrﬂ—
Brevius enuntiando p, erit p n @ per coll. 2.
F2a0
b2ah 2h 21
a’em + Z - _ai . Ep—i—*;ﬁﬁ,” aB* +rap
a
11. 3.
sn 132 % na co

Sed iam video quia quatuor aequationes collatitias 5.6.7.8. non nisi totidem incog-
nitae r.s.e.b. ingrediuntur, ex illis solis aliquam enasci posse impossibilitatem frustraque
caeteras misceri, itaque resumamus.

Ex aequatione 5, erit ut ante b n 2r + 203 — e.

/// /4 7 7 __+
4 4 4

7

Ex aequatione 6, erit 2as n

. —4re + e — % + das — 40r
ae, >Br sive s N 3a .
SneENmen
g X i3 6+

4
+11r62—3r52—47'a5—4ﬂr2
10T26+12rﬁe+3ﬂ26—5562+e3 5

4

Ex aequatione 7,

m

- |

1 1
2 96 20
76 78 [39]4[1 = , ¢ 92
654,14-19 (1) \igzgf (a) 13 (b) 1225 5’5 78 (!) streicht Hrsg. | (2)§§§2f12‘ﬁ andert
13 13

1
Hrsg. | 5 L 1 (1)mn %¥apB? #rpaB £1s4? £ nsaf —1 (2) Brevius L 4 rs.eb. erg. L 4 solis

(1) apparer (2) aliquam enasci posse |aliquam gestr. | impossibilitatem (a) quo (b) frustraque L
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656 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676

N. 445

Et multiplicatis omnibus per 8. fiet:
—2(3% +11re? — 3rf3* — dr(@e — 46r* 0 20r2e + 24rfe + 63%

—103e? + 2¢3 + 8(@)ef3 — 8(a)ee

4e? — I4ae + a?
+328.. — 168a
32(@

—23% + 231 7”62
i

—3r@% —4@re —48r2 0 20r% + 20(24)rBe + 14(6) 8%
Fig i’

I I

n

+8(a)Be —8(@)ee

10 4e?] — dae + d? + a® 4¢?] — 4dae + a®
yiig T §g T

(527 ) 1650 1609 gy

jig T

32(@ 32(@) 32(@)

Ordinando et multiplicando omnia per 32. fiet:

32,21

32¢3 — 2070062 132 20r%¢ — 32,1782 +32,46r2 0 0

+ 8, 4a ..

15

—  16a er +32,133% r +32,148% e + 32,23
+32,286.. + 46® .. —  8a% .. + 8Bd*
— 4,16fa .. +8,12a0 ..

2-11 —233: Leibniz verwendet fiir € den fehlerhaften Wert aus N.44; S. 646 Z. 2.
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657

Restat aequatio 8:

(= Bare) + B¢ — 36%) —3(4)3%ac — 45°0r

[.. r03 ][ rﬁ..] —rB. |+ 4rp .| +|..r0..
52
+167r%e% — 8red — 247’652 — 32reac)| + 32refr

+et +66252 — 862CL€ — 7ﬁ4
iz m x

x

— 83%acel|| + 83%r|, +16a2£> , +4852T2
T
I o 716 n
2 _ 2 _ 2
4r2ae + 8rfPae 2rea€ 456@5
L A

Unde post destructiones ordinando et explicando £2:

7
T

2-7 Nebenrechnung zum Reduktionsschritt I1:
+32—-8—-48 - 24 - 3
16 16 2

1 aequatio (1) 8 in (a) 64 (b) 3 (!) ubi (2) 8: L
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658 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 445
—3:1—17" e? +15%r2 e? —32627" e —328%r
T X
T
1 1 [ 2 _ 13 gt
+o o+ @2a . +8,6 . O
7 18 1 1
—[-@48.. +0(+4d® .. +3+-(3)pa® .. +a
2| % 4\ 8 64
paj
1
~o7(=60)a.. —18+§ﬂ2a.. 5 a’
+25642 . +483%r?
3 5 3 2 2
- .. 44+ —4
5@
i
i7g
+16/32
M
= %
2 ! 1
h e
x e
ST Z
—2re + B.. — rQe?
A =
= ¥
+80r x

® \
@
3]
SXE))
+
d
Ql\J

—40e

psig

N

+3/32
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Aequatio haec facta ex 8 data iungatur factae ex 72 data in quarum utraque r. et
e. et alterutra incognita tolletur.

657,8-658,2 Nebenrechnungen:
657, 8 16e* — 32a ¢® + 8a? ¢ — 8 e+ dt
+2560 .. —128a83 .. + 128Ba* .. — 328a°
+ 16a® .. + 648a* .. +2565%a>
—25608a .. —10243%a ..
+102452 ..

16a%% n
10244Z . 164%)64
256 46
4 1924 1 64
1024 166
1
658,2
3
tc.— 44+-n 6
etc +8r|
3
te.n 10 — =
etc. N 8
80—3nzz
80 8

1 facta (1) ex (a) 8 (b) 7™* |data streicht Hrsg.| (2) ex L

657,8-658,2 explicando €2: S. Erl. zu S. 656 Z. 2-11. Leibniz fithrt die Umformung der Gleichung 8
nicht vollstdndig und fehlerfrei durch und bricht die Reduktion ab. Im folgenden Teilstiick N. 443 iiber-
zeugt er sich von der Durchfiihrbarkeit der Rechnung.
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DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676

N. 445

[Nebenrechnungen und Zusdtze zu S. 65/ Z. 1-8 ]

144 X~ 144 48 48 2304 20736 22
144 8 16 48 16 16 19971
576 1152 288 384 13824 124416 331776 $144
576 48 192 2304 20736 230444
144 768 2304 36864 331776 2300
20736 + 64 23
36928
—768
4
2 [bricht ab]
20736 64 62 48 184
256 _120 _16 _4 184
124416 1280 372 192 736
103680 64 62 _=8 1472
41472 7680 992 184 184
5308416 _62 33856
—1152 +1612
_ 16 —7680 33856
6912 —_ 40 4
1152 —6108 135424
—18432
+ 16
— 18416
4290000 6108 1
33856 " 4 184 2
25 %: Im Zahler miifite 5290000 stehen; der Fehler und weitere Fliichtigkeiten beeintréachti-

gen die folgenden Rechnungen.
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7 1
p2 19285
PT49 22726 356
26189 1343436 44678
91856
4299000 § 23309 12000 £ 31 oot IEEAS
1pAdddd 13pA244 BP0
1#888 13342
11y
3 1
448 2 2
13730 137 142 1
380 176 22
91856%21m 4356 £ 11 350 38!257(21—76 176 1 8
ApB0G BPO0 176 22
A3p 2P
11 242 231
21 — — 231 =
231 231 473
11 242
21 473
21
231
1 . 1 4290000
1356 1 . I " 135424
11+ + 1
91856) 5, 380 21 +
4356 11 + —
2+ ¢

2 B2: Leibniz liest statt der 2 eine 1.

4 44¢78: Leibniz vergiit, die 8 als letzte Ziffer des

Restes in die folgende Division zu iibernehmen.
Leibniz tibernimmt die fehlerhafte Kettenbruchentwicklung mit einem Abschreibefehler in Wallisii series
interpolanda pro circulo, LSB VII, 1 N.85; S.570.

11 f42: Richtig wéare [48.

20 rechter Ausdruck:
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662 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 445

1
Unde intelligi potest fractionem istam diminui posse per 8. item per 2 + —. item

1
per 11+ T etc. Fadem et in terminis analyticis serviunt ad fractas formulam datam

24 =
+8

dividentes inveniendas quorum usus esse potest in construendo.

44;. DE SUMMA SERIEI FRACTIONUM DATAE PARS TERTIA
5 [3. Mérz 1675 oder unmittelbar danach]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 VIII 4 BL. 8. 1 Bl. 4°. Goldschnitt. 1 S. auf Bl. 81°. BL. 8 v°
leer. Uberschrift ergénzt.
Cc 2, Nr. 915 B

Ad schediasma 3 martii 1675.

10 Pertinet ad schediasma de seriei fractionum summa cum

formula differentiarum comparatur.

Ope harum 5 aequationum, etiam 5 incognitas 7. s. e. b. . comprehendentium:

(I)e+bn2r+26
2 b2
(2) a£+eﬂ—z+zn52+r2+35r+2$a

b2
15 (3) abe — 522 + Te n 2B 4 B%r 4 3rsa + 20sa

—%ae + blae

1 n s2a® + rfsa + (%sa

(4)

10 fractionum erg. L

1 diminui posse: Leibniz halt die Quotienten des Euklidischen Algorithmus irrtiimlich fiir gemein-
same Teiler von Zahler und Nenner des Bruches.  12-663,1 Ope harum 5 aequationum: Die Gleichungen
(1) — (4) tibernimmt Leibniz aus dem Koeflizientenvergleich in N. 445 S.652 Z.4-12, die Gleichung (5)
aus N.44, S.646 Z.2.
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4e? — 4ae + 32Pe + a® — 1653a
32a
inveniendi sunt valores quatuor incognitarum, r.s.e.b. puri scilicet et absoluti, id est

(5)en

ut in earum valore nulla ex his quin que incognitis supra dictis r.s.e.b.e. comprehen-
datur.

Quaeratur autem b per aequationem 1. Valor eius per dictam aequationem 1. reper-
tus, substituatur in eius locum in aequatione 292, atque ita per dictam aequationem 2dam
ita reformatam, inveniatur valor ipsius s.

Valores reperti ipsius s. pariter et ipsius b. in ipsarum harum literarum locum substi-
tuantur in aequatione 3 t'2 etitaex aequatione 3 12 alia fiet aequatio,
in qua duae tantum restabunt incognitae, €, et r. Pro £ substituatur eius valor sumtus
ex aequatione quinta, et ita ex dicta aequatione 3 12 alia fiet aequatio, in
qua duae tantum supererunt incognitae, 7. et e

Eodem modo in aequatione quarta pro b, s, € substituendo eorum valores inventos ex
aequationibus 1. 2. 5. habebitur rursus aequatio duarum tantum incognita-
rum, 7 et e. Quasduasaequationes duarum incognitarum invicem iungendo, inde
fiet unica unius tantum incognitae, et habebitur vel r. absolute, vel e. absolute. Quos
valores absolutos in ipsarum b.s. valoribus substituendo etiam ipsarum b.s. ac proinde
omnium quatuor, b.s.e.r. valores sine ulla harum quinque: b.s.e.r.c. mentione habebuntur,
quod quaerebamus.

2 valores (1) 51i (2) quatuor L 93%a (f)etex aequatione 4 *2 alia (a) fiat (b)
fiet aequatio (2) et L 10 valor (1) ex aequatione 42, ita (2) sumtus L 17 ipsarum (1) b.s.e
valoribus substituendo etiam b.s.e ac proinde omnium quinque, (2) b.s L

10 duae tantum: Leibniz vergifit hier die dritte Unbekannte e, argumentiert aber in der Folge
korrekt.
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664 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N.45

45. DE SERIERUM SUMMA PER DIFFERENTIARUM MOMENTA
[Januar — Ende April 1675]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 2 Bl. 135. 1 Bl. 2°. Lings- und Querfaltung. 1 Spalte
auf Bl. 135 v® rechts, linke Spalte leer bis auf 7 Zeilen Textergdnzung. Auf Bl. 135r° LSB
5 VIL, 1 N.77.
Cc 2, Nr. 929

Datierungsgriinde: Das vorliegende Stiick ist vor der Querfaltung des Blattes geschrieben, das ab
Ende April 1675 entstandene Problema Davenantii, LSB VII,1 N.77, danach. Das Wasserzeichen des
Papiers ist von Januar bis August 1675 belegt.

A
1 1
10 mn .Siyn 2. 6.10. [14] etc. B1 1
yo1 yrty-177 o 2 1
1 1 1 1
etc. 1
4—1 36—-1 100—1 196—1 6 Y
Momentum huius seriei ex A est: L
1 1 1 1 1 " 10— pr—
seu ete. -
y—1 2—-1 6-1 10—-1 [14] -1
Momentum eiusdem seriei ex B est:
1 1 1 1 1
15 n etc. [Fig. 1]

y+1 241 6+1 10+1 [14]+1

11 Nebenrechnung:
14
_14
56
14
196

10-15 16 L dndert Hrsg. dreimal
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Y ! nl. Ergo ! |'|1+1+1+1+1etc
_J  Er T T
y—1 y—1 By Ty T T T T
t 1 |'|1 1 +1 1 +1 )
e - - 4+— —— +— etc
y+1 y y? oyt oyt P
E ! ! y —|—2 +2 te. N 2
rgo — — — e etc.
Y1yt y? y? y? —1
— oy + By
a
+ d 5
:F
be c
+ = + =b0
a a
+ bd
7
c c
-y o+ =B
a a
g + C—b
a
+ d + dp 10
+ db
7
b b
*cy+ fcy+€+
-y+d —-y+-0+d
a a a
c
o G . .
nde . Quaeratur ergo: . Ergo
5 2 9 Q & 5 , 2da d%a? &
=y +—y+d v+ —y+—
a a c c
c? cd ad
T8 +—0 + 8 - +—0
a a c
1 _ 2.2 2 2
conferendo cumﬁﬁet: 2da+Bcn 0 sive d n % et d®>n ia(; . Ergo %—% nl 15
.2p% =P . P . .
sive —— —— nl sive T n1l. Ergo f n 2. Quando ergo differentia ipsarum y est 2

summa omnium habetur hoc modo.

y2_

13 + L dndert Hrsg.
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1 1 d
Si collationis causa loco fiet: conferendo fiet: f n & + é
y2—1 y2+2yf + f? c 2

-1

) d?a®  daf 2 ) o
Ergo f< fiet: —— + —— + —. Unde fiet rursus 5= 1 4 et patet cur explicatio nil mutet
c c

quia intervallum determinatum mutari explicando non potest.

b da —
5 cy + nZ. Ergo ya + ba n Eym +da. Unde: y n a4 Cca
“y+d @ a a— —x
a a
a | by+bB + dy+dp
Ta\/by+ca—|—dy—|—ea " +ca +ea
hy +la hy+hp '
+la
ahy\/by—i-ca + eah yl|+ hB a \Jby+ca + e a hf
7
+ hpd |+ la - - + - - la
+ la - -
ﬁ_/

10

hay [by + b5 (+dhy?) (¥ dBh ) + la® [by+ 08 +ladp
W4
+ ca + ea - - + ca

4 lad
- tad
ahy /by + ca +{ hay by + b8 1 eahp
15 T< hba + la? + ca * ladp
2
Unde la 5 nz.
va

a /by + bg+ dy + dg

) x ay/by + ca+ dy + ea + ca + ea

1-4 Si ... potest erg. L 6 (1) —n (2) % + .
a ay/fy +ga+hy +la a /fy-&-fﬁ-&-hy-i-%lﬁ

+ ag + la

ay/by + ca+ dy + ea
a /by+ca, “fy+f8 + da [fy + {8 + ea [fy+ {38 (3) ¥ L
+ ag + ag + ag hy +la

5 +da: Richtig wire +dz. Konsequent gerechnet miifite in der folgenden Gleichung fiir y im Zahler

da — ba stehen.
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Unde quadrandi causa ordinando:

la* by + ca 4+ wa® — 2%av n T { hay by + bs  sive
T<q hba + la® + ca
ahy

2a* “by+ca t2a® T wa® by + ca+ w?a® [—] 2wa®22av + 2av? 5

+ 2la*hba 2hba  — Zav

+ 2la*ahy 2ahy

+ h%b%a?

+ 2hbaahy

+ a’h*y? 10

h?a®y?> " by+ b6 .

+ 2hala’y + ca
+ %a?

Calculus fit nimis prolixus. 15

5 + L dndert Hrsg.
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46. DETERMINATIONUM PROGRESSIO IN INFINITUM
[Anfang November 1675]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XIV 1 BL.305. 1 BL. 2°. 1 1/3 S.
Cc 2, Nr. 777

5 Datierungsgriinde: Die in Teil 1 u. 3 auftretenden Differential- und Integralsymbole hat Leibniz
schrittweise ab dem 29. Oktober 1675 (Analyseos tetragonisticae pars 2da, Cc 2, Nr. 1092, gedr. LBG
S.151-156) eingefiihrt; die Fehlerhaftigkeit der in Teil 3 verwendeteten Produktregel fiir die Differentia-
tion erkennt er am 11. November 1675 in Methodi tangentium inversae exzempla (Cc 2, Nr. 1120, gedr.
LBG S.161-167).

10 [Teil 1)

ABny. BCnc—y.
)
AC ne. Bannu.

c

[Fig. 1]

11 (1) ABnx. CBnb—y.Pon (2)EBny. CBnb—z ECnb. (a) BDn (b) ABne. BD
(3) ABny. (4)ABny L

2 2

12.669,4 BD n w n : Richtig wiire w = 25— Y
w

ey . Die Uberlegung wird dadurch bis S. 669
c

7.4, in der Fliichtigkeitsfehler hinzutreten, hinfallig.
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b—e? — 2eb — b? b — b2
EBne. Sityne+beteritwn cereb-e ¢ etprowponatur’quC
c c
fiet v N 4+¢ e—e?, o c. Sit eius portionis, quam metimur maxima abscissa £, 0 ¢ — 2b seu
—2b
c— E3  E3
bn et fiet: v 0 Ee — €2, o 2 adeoque Joun 5 "3 Sed hoc in altioribus non
aeque facile.
[Teil 2]
1—24+3—-4+5—6 etc. accedunt ad ©.
maior minor
1t © 1—-2¢
1-243¢t 1—-2+3—-4t
1—-24+3-445¢ 1—24+3—-4+5—-6t
3 5 7 9 11 13 15
R A A L R O}
3a2  ba* Ta®  9a® 114!  13a'2 1544 a
3 Y3 3
%maiorquam@.Ergoyrll@.%—y no. seu—r|—+®seuy—|'|g—®
3 5 3 3 5 3
Y Y Y Y 1©
I—&?+5—4|'|®.Pro3?ponatur37,ﬁet I+—|_|®+ 30,2-
5 7 yP 5
% — % +5yT y n ®. Pro +5 7 bonatur quod est minus: —&—S , manebit
@5
T5at
5 3 7
minus, et erit y—i—% n @—i—gy?—i—%
3 5 7 9 5 9 3 7
Y Y Y Y Y Y Y 10 ©
1 33 " et " 7w T oas MO KU P o NOT gy o
©? o}
- 3a2  7ab

Adeoque determinationum progressio in infinitum talis erit:
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y
y y y?
ne A T
5 3 7
y, oy o ¥ oy
17 5t M9 3.2 17302 T 748
5 9 7 3 7 11
Y.y ¥ o ® ol ¥ Yy oy
1 5at T 908 "1[T3a2 748 50t T 0a8 T[T 302 78 T 11010
/A S ol MCASNIC NN I ¢ o o oLy v v v
1 5a* 9a® 13a!?2 ' 1| 3a2 7a® 11al® 175a% 9a8 13a'2 '1| 3a2 7a® 11al0 15al4

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3
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Ex quibus determinationibus cum habeatur pure valor ipsius ® ex data y. rationis
est haberi et y. ex data ©.
y N ©. Per y vel ® multiplicare dividere est.

Si ita continuetur in infinitum, fient tantum ex duabus ultimis aequationes.

Yo y° y'3
Ponatur autem ex — + —— + ——— etc. fieri Zy.

5a*  9a®  [13a'?]

@5 @ 13 -
—t — + —— fieri z®.
5a*  9a® * [13a1?] ert 20

et ex &? =+ ﬁ + m etc. faciamus %
vy
3a2  Ta®  11al0

Habebimus denique duas ultimas determinationes tales: y +2Zy 1 © +v® et y + 20 n

faciamus vy.

% + vy vel mutatis his determinationibus in aequationes fiet: y + Zy N © + v®. et

Yy+z0nO+0y.y N O©+0v0 —2y N oy — 20 et fiet: vO + 2® n vy + zy. Unde sequeretur
® et y esse aequales quod absurdum est utique. Ideo error aliquis admissus, is utique in
eo quod mutabamus determinationes in aequationes, quod non videtur permissum sine
demonstratione, nec in infinitum progrediendo, hoc loco quia y p ©@; y +zy n © + vE.
Ergo explicando ® et y +zy Ny + 20 — vy. Ergo zy + vy 0 2® quod patet per se. Nihil
ergo ex his duci poterit, nisi aliud quiddam accedat.

Ut pergere liceat, opus erit sumi adhuc aliam ipsius ® determinationem, quemadmo-

v

dum enim ad explicandum hac usi sumus y n ©. ita adhibenda erit et haec: 32
a

no.

2

vel adhuc melius si qua Y Tmo potius Y Certum est tangentes semper magis cre-

a?’

scere quam arcus, si ergo appareat octantem certa sui tangentis id est radii parte esse

s 1
maiorem, utique et caeteri erunt. Est autem octans w n 3’ radius n 677. Ergo 7 n 6 rad.

5f. 15a'* L dndert Hrsg. zweimal 11 Unde (1) reperitur eodem modo componi (2) sequeretur L

13f. sine demonstratione erg. L 14 quiay p © erg. L 15 explicando © erg. L 19 R (1)

Tam certum est tangentes continuo magis crescere quam arcus, adeoque si tangens octantis (2) Ponatur
autem arcus in (3) Certum L 20 appareat (1) tangentem octantis certa arcus par (2) octantem L

1
21 n 5 (1) Tta 7w n 8w: (2) Ergo L
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6 rad. 3 . . . . .

Ergo w 5 Ergo w 1 rad. Ergo arcus octanti minor maior est tribus quartis sui
3 .

tangentis, seu © Zy posito, ut semper y. non excedere radium. Unde et ® g. et

c . . .. ®
® n y. Harum duarum determinationum ope, poterit inveniri y. ex data ®. et y n 3

4
Ergo in determinationibus || et ponendo semper potentiam a §® in locum potentiae

ipsius y. maius scilicet in locum maioris, manebit maioritas, et ita stabit:

yno
L T
yr 363 35.5al  7ab 39,948
oL 413513
LT I O PR 0 ai3 o
11la 313, 13a
etc.
(]
4303
YNOIT 530
© |+ —®—5 4767
Yyno+ Bal T 37.7a0
oL yetor
y |_| S —9? W
o3 41515
£ T PPN 13412 + 315 15ald

3 data ®. (1) Quanti hae sint (a) (maxim) (b) momenti (2) et L 12 erg. Hrsg.

6-16 : In der Vorlage stehen die Tabellen | /| u. nebeneinander.
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Si utrobique iidem prodiissent termini, tunc habita fuisset aequatio ultimarum de-
terminationum inter se, adeoque singulae in aequationes transiissent.

Poterit fieri, ut propius accedatur ad scopum, etsi non ideo ausim dicere, prorsus at-
tingi, si, ubique ad determinationem sequentem reddendam puram non determinatio pura
omnium prima, sed proxime praecedens, substituatur. Video tamen cur ne sic quidem 5

perfecte attingatur scopus: Quando scilicet aliquid, ut © Zy forinsecus assumimus.

Sed iam video si nihil forinsecus assumatur, sed solae ex aequatione nostra determina-
tiones coniungantur rem successuram. Duobus modis rem tentare decreveram uno, ut

ope quatuor primarum per crucem, inveniatur pura, quae in tertia pari substituta det
rursus puram. Et ita porro, sed iam video id non licere, quia errores primi omnes simul 10
in ultimum refunduntur. Vera ergo in eo consistit via, utut ex duabus semper pluribusve

sibi oppositis aut vicinis valorem purum eliciamus.

[Teil 3]
— a3 - Cl2 — . d@ a2
ondtf 2 Ergo do n Py ddt identicum seu ﬁ n st
3 _ d_ 3
[Fig. 2] et doa*, +12°d® n a®. et t* n %. .
— ult ult o2 B
fﬁ@ﬂ(@(ﬂ‘f@ﬁjh@fg—z?—nfﬁ@n@ﬁdﬂwﬂmmff@dt
l&5s

16  Unter (T)ult, gestrichen: diff

2 singulae (1) dedissent aeq (2) in L 3 dicere, (1) non poterit (2) prorsus L 4 puram
(1) (prim) (2) non omnium prima, sed proxime praecedens, quippe quae haud dubie minus aberrat,
substituatur. (2) non L 9 ope (1) duarum (2) quatuor L 14 (1)yn (2)a(3)®nL

2

14 Ergo @ n 5 d_E: Leibniz differenziert das Produkt zunéchst falsch; in der weiteren

a
a? +t

Uberlegung néhert er sich trotz zweier Fehler der richtigen Formel.
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Hinc modus ostenditur ex duobus factis inveniendi differentiam, ut diff (®) ~ (T') addatur

— diff [ @dt et diff. erit dt®. Ergo diff. (®) " (T') erit dt® — dfﬁ

[Teil 4]

An B. An C. Ergo differentia inter A et C, minor quam differentia inter A et B et
inter B et C. Ergo error non maior quam A — C', quam dicitur A p B.
Videamus an non ex duabus determinationibus oppositis affectis, in tabula N par-

allelis possit haberi pure valor ipsius y, ex dato valore ipsius ©. Primae duae oppositae
3

parallelaeque determinationes sunt y p ©@ et y M © + ??—2 Pro ® ponamus w. Ex priore
a

3
. . w . . .
quia y 1 w erit y3 n w3, et fiet ynw-+ 302" Imo sic non procedit res. Tentemus aliter
a
3 2

©
Y Ergoyno+ i

t ) )
ynoe yn®+3a2 302

Hoc succedit sed malum in eo quod ® in frac-
tiones valorum ipsius y. ingredietur, quod nollem. Videndum tamen fiet: y Qo
 3a2

Imo error, non succedit. Invertimus determinationem:.

Si a tabulae N partis seu seriei | /| terminis auferantur termini proxime praecedentes

5 ®3

seriei habebimus proserie I. +yp © |+y+ yg n+o+ 3| Sed iam video omnino
3
Y
0 —0|— -2
Y © 3

his determinationibus tabulae N non esse utendum, sed rediri debere ad primas:

4 (1) Ony. (2) ApnB. AnC. (a)|Ergo streicht Hrsg.| A+ A —C (b) Ergo L 5 Bet C. (1)
ABnAC. A—-CnA—-B (2)ErgoL 7 ipsius ©® |, vel ob erg. u. gestr.| . Primae L ~ 8f. ponamus

w. (1) Sit y n (2) Si (3) Ex priore (a) y> p w?, et y n O+ (b) quia L 11f. y n ®®2 . (1)

- 3a2

ex. duabus sequentibus: (2) Imo L 13 Si a (1) terminis tabulae |I| (2) tabulae L 13 auferantur
| ordine gestr. | termini L

2

ﬁ' Die Folgerung ist nicht zuléssig, wie Leibniz schliefSlich bemerkt.

10-12 Ergoy n ® + :
3a2
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3
Y Y Y
©ny OnT T
3 5 5 7
Yy Y Y Yy Yy
OnT T3t ons s tF T
7 9 9 11
Y Y Y )
©ne ® ® 7 —+ 9 On e e e e |+ 9 1
3 3 3 3
Ubi si pro ‘% ponatur %, nescio an liceat dicere: ® %— % seu % no-+ % Sed

quamvis id non liceret in his primis licebit tamen in postremo omnium, quia postrema
determinationum pro aequatione est. Verum hac ratione prima inveniri aut scribi non
poterit nisi praecedentes faciant partem, eademque semper repetantur (: alioqui nunquam
primum eius terminum scribere poterimus :) aut nisi etiam inferiores determinationes sint
probae. Sed exaltatio per ductum in se ipsum non procedit ad altiores.

yP Y y® y v
Oy n T 3 Ergo y° T Oy? Rursus 3° n G — 1T R Sed non ideo ausim
scribere alterum horum altero maius. Si maius dividas per minus, et minus per maius

y° ©-y+y’

I_of | P

y? — oy y

Si minor multiplicetur per minorem et maior per maiorem, manet determinatio
3 o) B ok ¥20

itaque ® % — % multiplicetur per y? n ©2, fiet: y?© =D 5 velyp ®— =5

manebit maius, et fiet: et ¥ n Oy -y +19°, -0 +yo — 0.

3
10-12 Ergo ¢° n yT — @yQ: Leibniz vernachlédssigt wiederholt den Nenner von Termen, hinzu

kommt ein Rechenfehler, der die letzte Ungleichung des Absatzes beeintrachtigt.
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47. INFINITUM
[Anfang November 1675]

Ijberlieferung:

L Konzept: LH 4 V 10 Bl 58. Ausschnitt ca 20 x 23 cm ohne linke untere Ecke (ca 11 x
8 ¢cm). 1 S. auf BL 58 v°. Bl. 58 1° leer. Wasserzeichen vorhanden. Schema sowie Figuren
zuerst auf dem Bl., Text darum herumgeschrieben. Isolierte Bemerkungen am linken u.
am unteren Rand. Uberschrift erganzt.

E Teildruck: LFC S.147f. = S.677 Z.1-9.

Cc 2, Nr. 1408

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir den Zeitraum November 1675 bis An-
fang Februar 1676 belegt. Das zu Fig. 1 gehorige Problem behandelt Leibniz ausfiihrlich in Methodi
tangentium inversae exempla, datiert 11. November 1675 (Cc 2, Nr. 1120, gedr. LBG S.161-167).

Infinitum

1 1 1
(1) (1) D) 1o 1
1 1 1
1 1 1 1
(3) ) (D) 3 1
1 1 1 11 1 1
36 10 L N T 6 216 9
1 1 1 11 1 1
i T 15 3 i 10 1000 G
1 1 11 1
5 13 o oy 5 il
ete etc. etc. etc etc
1 2 3 4 1 2 3 4
0 1 2 3 0o 1 2 3

14f.  Textverlust durch Zerschneiden erg. Hrsg. 18 1 L dndert Hrsg.

6

13-677,9 Infinitum: Fast wortlich erscheint diese Argumentation wieder in einem Brief an
Erhard Weigel vom September 1679 (LSB II, 1 N.212 S.486 u. III,2 N.345 S.838f.).
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etc. esse

N | =
w| =
W] =

1
0 est quantitas infinita, hinc credibile est summam seriei huius: 1.
infinitam.

At summa seriei

1
— aequale fore etc. quod est absurdum.

=] =

1
172
1

1
Videtur enim etc. infinities esse maius. Dicendum ergo 0 et

1
0 non aequivalere seu 0 non posse esse quantitatem minimam, sed esse infinite parvam,

ut una 0 sit alia maior. Et hic videtur hoc modo oblatum nobis exemplum quo infinitum
unum alio infinities maius est. Et videtur summa omnium fractionum, summae omnium

unitatum et inter finitam quantitatem quodammodo media esse.

[Figuren auflerhalb des Haupttextes]

i c
(4) (©)
P
(P)
[Fig. 1] [Fig. 2]
AC q (A)(P)
A Ap
1f. esse (1) finitam (2) infinitam (3) infinitam L 4 absurdum. (1) Dicendum ergo (2)

Videtur L

AC_ (A)(P)
(A)(C) AP
Subnormale konstant ist, und wird durch die kubischen Parabeln erfiillt.

: Die Bedingung lauft darauf hinaus, daBl das Produkt aus Ordinate und

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3
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678 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 47

[Isolierte Bemerkungen)

[Am unteren Rand:)
a’ ny” ¥ nzy, 22022

[Am linken Rand, gegenliufig:]
23
17

161
23

391
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48. AEQUATIONES INFINITAE PRO FIGURIS ETIAM ORDINARIIS
[November 1675]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XIV 1 BL.117. 1 Zettel 19,2 x 7 cm. 1 S. auf Bl. 117 r°.
BlL. 117 v® leer. An oberer und unterer Schnittkante Reste fremden Textes.
Cc 2, Nr. 1206

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir November 1675 belegt. Das Stiick ist vor
dem auf Juni 1676 datierten N. 62 geschrieben, das in S. 786 Z. 3 auf N. 48 verweist und auf S. 793 Z. 15 1.
die Reihenentwicklung von Z. 10 iibernimmt.

Aequationes infinitae pro figuris etiam ordinariis, sit

2 2 2 2,2
- . x x
a+x a—xnN g/27 sive na—x. fiet: a—xn y__y_2+y 3 etc. Res apparet
x a a a
2 2 3 4 5
a a a a a
difficilior si sit 2%y + 23 n y%a, fiet 22 n fiet: 22 n ya y—Q + y—3 — y—4 etc. Sed
T T T
3
: : 3 .2 2, o z )
quoniam praeterea etiam: x” 0 y“a — &7y sive —— fiet: ©
ya — x
3 25 27
® a®n 4+ —=— 4+ —— etc. Unde duos valores ipsius 22 aequando: Fiet
ya | y2a? ' y3dd
2 3 4 2 5 7
a a a T T
y——y—2+y—36tc. n—+—5—5+ == etc
x x T ya  y2a y3a

Quod si omnes fractiones reducere vellemus ad communem denominatorem foret
exponens potentiae cuiusque termini infinitus, certo quodam demto. Et tamen eiusmodi
aequationis infinitae dari poterit summa, seu expressio finita. Si sint aequationes in qui-
bus plures excitari possunt analogiae, plures etiam in unam addi poterunt formulae. Et

15f. foret (1) potentia cuiusque infinita (2) exponens L 16 eiusmodi (1) seri (2) aequationis
L 18 formulae (1); quia et ex duabus (2). Et L

3
12 sive x 3¢ Leibniz berechnet den Wert fiir y und setzt ihn irrtiimlich gleich 3. Der Fehler
Y

beeintrachtigt die Uberlegung bis Z. 14, wo konsequent gerechnet in den Zahlern der letzten beiden Terme
der rechten Seite % und 2% stehen miiten.
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680 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N.48

ita enumerando possibiles poterimus iudicare de summis eiusmodi serierum si quando

occurrant.

1 Fragment fremden Textes unter summis: x — 1~
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49. PROGRESSIO HARMONICA
[Oktober — Dezember 1675]

49;.

Die Gesprachsaufzeichnung N.49; und die Aufzeichnung von Tschirnhaus N. 495 stehen
in engem Zusammenhang: Die Betrachtungen der Teile 1 u. 2 von N.49; werden in Teil 1
u. 2 von N.495 weitergefithrt. Die Wasserzeichen der beiden Teilstiicke sind in den Leibniz-

Handschriften bisher nur mit einem einzigen weiteren Trager belegt: Die Aufzeichnung von

Tschirnhaus N. 49, ist auf Papier mit demselben Wasserzeichen geschrieben wie Leibniz’ Regle
pour trouver les feries (Cc 2, Nr.1502 A, B), in der aus gegebenen Kalenderdaten die zugehori-
gen Wochentage berechnet werden. Leibniz behandelt darin den 1. Januar 1676 und den 15.
August 1676 als Daten der Zukunft, den 1. Mai 1615 (gedndert aus 1. Mai 1675) als Datum
der Vergangenheit. Da Tschirnhaus sich seit Ende September 1675 in Paris aufhielt, diirften die

beiden Teilstiicke in der Zeit von Oktober bis Dezember 1675 enstanden sein.

NOTAE

Uberlieferung: LuT Gesprichsaufzeichnung (Leibniz und Tschirnhaus): LH 35 XII 1 Bl. 256.
1 Bl 2°. Obere Hélfte links Ausrifl von max. 3 x 7,5 cm. Ca 11/2 S. Untere Halfte
von BLl. 256 r° leer. Textfolge Bl. 256 r° oberes Viertel, Bl. 256 v° rechte Hélfte des unteren
Drittels, Bl. 256 r° zweites Viertel, Bl. 256 v° linke Héilfte des unteren Drittels, Bl. 256 v°

obere zwei Drittel.

Cec 2, Nr. 1340
[Teil 1]
[Leibniz]
1 1 1
— |_| —
y 4 1
2 1 1
- — 2 i
Y Yy g 1 2
3 1 13 1 1 1
Yy 2y Y 4 1 2 3
4 6 4 1 1 1 1
Yy 3y 3y y 1 2 3 4
e 5 10 154+10n25 4 6 4 1
Productum inferiorum — + — N ————— N — + — + — + —
3y 1,3y y 3y 3y oy
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682 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 49,
[ Tschirnhaus) [Leibniz]
1 2 3 1,2,3 n 6. Num. term. 3. multipl. per 1,2,1 aequ. 6.
1 1 2
1 2 6
13 3 119 1.234n24n1,3,3,1,4
_4
36
[ Tschirnhaus)
1 1 1 1
12 4 3
8 6 9 [75]
6 3
50 [75]
i 92 3 el
24 36
1
[Auf der Riickseite:]
6+8+12+4+24
[Zu Z.9-14 , Spalte 5 gehorig:) %
1 3 11 50
- = = = 1 1 6 11 6 24
1 2 6 24 o e
1 1 1 1
- - = - 1 1 4 3 2 1
1 2 3 4
1 2 4 4+ 18 + 22 + 6 » 50
1 6 1 6
1 10 35 >50 24 14+6 + 11
6 3 1
6 + 18 + 11 » 35
1+6
4 1
4+6 » 10
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[Teil 2]
[Leibniz]
a b c d e anl
1 2 3 4 5 abnl+a
1 1+a 14b 1+c¢c 1+d abc n'l 4+ a + ab 5
+ b
abed N1 + a + ab + abe
+ b + ac
+ ¢ + be
[Tschirnhaus) 10
bcr 1+ a bed br 1+a
b cd
b+ ab cd + acd
2b 2cd
[Auf der Riickseite:] 15
111 L1 2+a 1
1 2 3 4 5 1 1+a l1+0b l1+a 140
abc 3+2a+ab
+ 2b
bed -
ane 1+ a+ab
+ b

682,5 24N (1) 1+3+3+1(2) 1,3,3,1,4 L
4

4 12 12 4
11f. bep (1) b+a (2)14+a T
b b

682,11+13 65 T dandert Hrsg. zweimal

11-14 bec »: Tschirnhaus setzt auf der rechten Seite zunéchst den Faktor c richtig gleich b + a,
andert dann jedoch in 1 4 a = b, ohne den zweiten Faktor in 1 4+ b = ¢ zu #ndern, und berechnet so b2

anstatt be.

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3



684 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 49,

[Teil 3]
[ Tschirnhaus)
x
z—1 5 1
Yy » Yy »
x T
Y 1 r—2 4
v e Y 2w 12
5 [Fig. 1] 20y o x—2
1 Y 1 1 2y 1 9
To= 2 o Z_ Il -
"0 07”0 07”0
y » 1-0 2y » 1-0
1
y o~ B
7
xx
rTx P ay — Py
a
5
10 1 3 5 7
2 3 4
3 16
A 1ly 4 ’
[Fig. 2]
[ Tschirnhaus) [Leibniz]
1 1 1 1
1 2 4 8 16 - - = =
1 2 4 8

12 Fig. 2: Zwei Vorstufen der Figur werden nicht wiedergegeben.
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685

[ Tschirnhaus)

—1s |
SRS TRSH
wlo

[Leibniz]
natur.

y+1 y+2
Y, — >

2
——
———

natur.

[bricht ab]

49,. PROGRESSIO HARMONICA

Uberlieferung: T Aufzeichnung (Tschirnhaus fiir Leibniz): LH 35 XII 1 Bl 255. 1 Bl. 2°.
Rechts unregelméaBige Riflkante. Ca 11/3 S. Untere zwei Drittel von Bl.255v® leer bis
auf vier Zeilen quer zur Schreibrichtung. Auf Bl 255r° iiber und unter S.687 Z.5-10
Nebenrechnungen zu nicht aufgefundenem Schema. — Uberschrift von Leibniz erginzt.

Cc 2, Nr. 1181

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3
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686 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 499
a
1
)
b a
2 1
Yy Yy
c g a
3 3 1
Yy b2y Yy
d h l a
4 6y 4 1
Yy c3y 93y Yy
e ) m 0 a
5 10 10 5 1
Y ddy h6y 14y Y
f k n P q a
6 15 20 15 1
Y edy 110y m10y 05y Y
a|b a a+b|lc g a a+c g ab+bc+g|d h l a
— | =+ =» -+ =+ -—p» +=—p— | -+t —F+—+ -
yly oy y oy by oy Yy by by y oy gy Y
a+d h l a+d h+cl  cga+cgd+ gh+ch e i m 0
t—+—r + 7 7°g 99 -t =t =+
Yy cy gy Yy cgy cgy y dy  hy ly
a a+e+ 1 0+m a+e li+do m a+e+hli+hd0—|—dlm
- P - — — T r Vad
Y Y dy ~ly hy y dly hy y hdly
hdla + hdle 4+ hli + hdo + dlm f k n P q a
- 4+ — 4+ — + + — »
hdly Y ey iy my oy y
aeimo + e fimo + kimo + nemo + peio + eimq
eimoy
cga + cgd + gh + ch . . . . . .
14 : Der letzte Term im Zahler miiite +cl lauten; Tschirnhaus iibernimmt den

cqgy
fehlerhaften Wert in die vierte Spalte des Schemas S. 687 Z.1-3.

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3



1| 1+4b | b+bc+g | cg+cgd+ gh+ch | hdl + hdle + hli + hdo + dlm | eimo + efimo + kimo + nemo + peio + eimgq
5 1 by cqy hdly eimoy
al|la+b| b+bc+c | cc+ ced+ 2ch hdd + hdde + 2hdi + ddi eeii + eefii + kiie + neit + keei + eiik
; Yy by cgy hdly eimoy
a|la+b|bt+bctc | ct+ed+2h dh + hde + 2hi + di et + eif + ki + ni + ke + ik
; Y by cy hdy ely
a|a+b|a+2b+ab+bb
Y y by
1]14+4b|b+bctc |3cted+d 2dec + 4cd + 2kc + 2ec + dd o+ 2+ fed + 2fec + fdt 5
y y by cy 2cdy

2¢f + M + 2¢T + 2k€ + ee+

et + 2T + d€ + dd + 2¢d + 2cE+

2cd + 4ce + 2de + 4ec

5ed + 10ec + 4ed + fed + 2fec+

fd+2cf +ee+dd+ 4cc 10
1’1+b‘b+bc+c 3c+dc+d 9ede + 26d + 260 + dcert
Y Y by cy

2ce + dd + 2cd

5 (1)

2cde + 6¢d 4 2ce 4+ dd + 4ce

2cdy
2dec + 2cd + 2kc + 2ec 4+ dd (2) 2dec + 4cd + 2kc + 2ec + dd T
2cdy 2cdy

9 (1) 3ed + 6ec (2) 5ed + 10ec T

1-13 Neben dem fehlerhaften Wert +ch in der vierten Spalte von Z. 1-3 beeintrichtigt eine Reihe von Versehen die Rechnungen.

Trotz Kontrollbetrachtungen und Neuansétzen gelingt es Tschirnhaus nicht, die Unstimmigkeiten zu beseitigen.
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687,5 Darunter und dariber Nebenrechnungen zu nicht gefundenem Schema:
ip2c o0p2k T2
ip2c kpd+2c lpet+d+2c 0p2k mpft+e+d+2c
pret+d+2c+2k npg+f+e+d+2c grf+2e+2d+2c+ 2k
r o 2e + 2d + 4c + 4k

Auf der Riickseite, quer zur Schreibrichtung:

y y by cy 2cdy 2d+ 2ce in y e+d+ 2c
1 2 3 4 5 6 2d + 4c
2de + 2dd + 8dc + 4ce + 8cc
2def + 2ddf + 8dcf + 4cef + 8cef in y

e+ 3d + 6¢

fH+e+d+2c

ef +3fd+ 18cd + ee + 4de + 8ce + 3dd + 12cc
efg+3fdg+ 18cdg + eeg + 4deg + 8ceg + 3ddg + 12ccg

1 Schema: Grundlage der Gleichungen und der Nebenrechnungen ist ein achtzeiliges Dreiecks-
schema, entsprechend dem auf S. 686, mit den Werten a = 1, ... h = 8,7 = 6,k = 10,l = 15,m = 21,
n = 28,0=20,p =35,q =56,r = 70. 13 +18cd: Richtig wére +12cd + 6¢f; der Fehler wird in die
folgende Zeile iibernommen.
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689

a+b

1| ac+bc+ab 1

[Teil 2]

acd + bed + abd + abe

1
d ab

SHN

687,13

1. Ansatz:

(& (&

+

B,
y oy
3

v, 3.y

y vy <y

581

5 b

53

274
120

C

d

2cy
d

2cy

abe

2c
dy
2c
dy

4
+ =+ — [bricht ab]

d abed

Kontrollbetrachtungen und Nebenrechnungen:

2. Ansatz:

2 3 A5
3,2,38 1,11
5 15 1072 3" 5
15
. 3 5.1
5 1076 5
170
_45
215 31 ‘
75" 53 B 55 [bricht ab)
5
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4 4+ 3a + 2ab + abe 3 4+ 2a + ab + abed 2 + a +2abcd — abe
+ 3b + 2ac + 2b + ac + b
+ 3¢ + 2bc + 2¢ + be + c
abed» 1 + a + ab + abe 14+ a 4+ ab [+ab
+ b 4+ ac + b + ac
+ c + be + ¢ + be
2abed + 1/4+ ¢ — ab atct 2abed
/ abcd
+a
1-8 Nebenbetrachtungen:
4 + 3a + 2ab + abc 4 + 3a + 2ab + abc
+ 3b + 2ac + 3b + 2ac
+ 3¢ + 2bc + 3¢ + 2bc
1+ a4+ ab + abc
+ b+ ac
+ ¢+ bc
2 + a + [bricht ab]
+ b
+ ¢

4 + abc erg. Hrsg. 10-12 (1) 3+2a+ ab + abed (2) 44-3a + 2ab + abc T

+2b+ ac +3b + 2ac
+2c + be +3c + 2bc
. Lo . - 1 1 1 1 ..
1-8 Tschirnhaus berechnet (wie in N.49; Teil 2 skizziert) — + 3 + - + 3 fir a = 1,
a c

b=14a, c=1+b, d=1+ cund formt den Zihler des Bruches sukzessive um. Im letzten Schritt
miifite @ mit negativem Vorzeichen in den Zahler des resultierenden Bruches iibernommen werden.
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50. TANGENTIUM APPLICATIO AD NUMERORUM SERIES
Dezember 1675

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 V 7 BL. 1. 1 Bl. 2°. 11/3 S. Rechter Rand (AuBenseite des
urspriinglichen Bogens) um ca 1 cm beschnitten. Erste Uberschrift und Hervorhebungen
Z.8-11 (durch doppeltes Unterstreichen) mit anderer Tinte ergénzt.

Cc 2, Nr. 1186

Xb. 1675.

Tangentium applicatio ad numerorum series
ut in quadraturis

Progressiones numerorum geometrice tractandae

Quaeritur figura seu polygonum regulatum, progressionis
harmonicae. Intervalla terminorum sint aequalia AB n B(B) etc. n (. Ipsa unitas sit
1 1 1

AD. Reliqui termini BC, (B)(C), ((B))((C)) erunt 3 3 1
contrarias ipsis B, partes recta DE, in qua sumantur DE, D(E), D((E)), D(((E))) ip-
sis AB, A(B), A((B)) etc. aequales. Tungantur BE, B(E), B((E)) quae secabunt ipsam

etc. Ex D erigatur in

1 1 1
AD in punctis F, (F), ((F)) etc. Erunt AF. A(F). A((F)) etc. n 3 3 1 etc. adeoque
ipsae BC, (B)(C) etc. tantum ipsis sumendae sunt aequales.

Ex cuiuslibet ordinatae termino, ut (C) in ordinatam proxime maiorem BC, de-
mittatur perpendicularis CL n (B)B n AB constanti. Erunt ipsae LC, vel (L)(C) etc.
11 1 1 1 1 1
differentiaen = - — — etc. SWGBny. Erit BCn—et LC N ————n 2&

2 6 12 20 Yy y y+0  yi+pPy
Ducantur tangentes figurae, seu producantur latera polygoni huius dum, utrique axi scil.

AB, et el coniugato, occurrant in (0) et (7).

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3

10

15

20
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(((E)))
((E))
(E)
G e E
1 (((£))) F
- A D
! T (p) () 0
LS ——
2 \\ __________ c
L) e \ ( ) ©)
vl
L (®) A o
5 (®) Eal ()
(1))
(1))
[Fig. 1, tlw. Blindzeichnung]
. (F)(T) (B)(T) L(©) LC L) .
691,22-693,1 et (T). (1) Erit (a) (b) (B)(C) n (aa) LC (bb) ) (cc) Lo Sive
B 3 1
v2 + By y+B8 1
(B)(T) n (aaa) " ~y2 43 (bbd) g (2) Ergo (B)(T) n vy n T ny. Ergo erit (B)(T) n
4By vy
BT B8 g
(3) n(a) (= ). et BCnBT (b) |= . dndert Hrsg.| et L
BC N % <B> 8 J
2
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= rn BT . Eodem modo: L T n 5 et
BCngs o B B
23 2[62] 3[9] 6237
(B)(T) n 20 et generaliter (BT) T " L(©) nﬁﬂ . Ergo (BT) ny n GB n
(BC) n

vrp POy
A(B). Eodem modo ((B))((T)) n A((B)) et ita in caeteris.

Quaeritur iam A©. intervallum scilicet inter tangentes et punctum A, in axe coniu-
gato. Sed statim patet fore A® n 2BC quia AT n 2BT.

Tungantur AC. A(((C))). Erit summa omnium A(0©),” in § dupla spatii AC(C)
etc. (((C)))A, at eadem dupla omnibus BC. Ergo spatium AC(C) ete. (((C)))A spatio
BC ... (C)))(((B)))[B] aequale quod aliunde patet, quia et A(((B)))(((C))) n ABC
perpetuo. Ideo in figura harmonica nihil hinc duci potest. At, videamus an non in aliis
hac methodo quae in geometricis mihi utilis fuit, aliquid detegi queat:

[Es folgt die Fig. 2 auf S. 694.)

1
Sit ACn1l.GBnGAnpgn (yB)(y+1B). GBny. BCn "k

/ yﬁ " [BunEFIBEFIONC)

O] D
1 1 298 + 32 23 6
LCn —— M M +12 . Habe-
v: oy +2y8+ 8% vt 200+ 20% P+ 220+ —y+
g . / 1
tur autem [ LC. Ergo ad habendum /|2 tantum opus haberi [ ——————.
/ 5 /y+6 P y? +2y?B +yp?

Si omnes in infinitum quaerantur / LC' erit summa eorum n 1. Si finitus numerus fiet

L(C)inﬁﬂ (1) ni: (a) n (b) Ergo (2) Exgo L

y2 + By y
6 dupla (1) omn (2) spatii L 7 dupla (1) spatii B (2) omnibus L

1 B erg. Hrsg. 1 B2 erg. Hrsg. 2n
LCn

14 f. Im Nenner von ) fehlt der Faktor y; der Fehler beeintrachtigt die Rechnung bis S. 695 Z. 3.
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G (4©) (39) (20) L S}

B A

(2B)
(2C)

(3L
(3B) (30)

@D, ]

B[] 40

(5B)H (5C)

(37)

(47)
[Fig. 2, tlw. Blindzeichnung]

1 Fig. 2: Der mit (L) bezeichnete Punkt entspricht dem Punkt L im Text; der Punkt L der Figur
tritt im Text nicht auf.
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- 1Ergo/@+m,f/@w [y S
ﬁ@y /BQ +ﬂn/—Er /—HB———/DAt/ nl———/@

Ergo /— npg——=-—1 + — + / Qui calculus si rectus habebitur /@ adeoque et

/ ). quae quaerebatur. Eademque methodus ad caeteras potentias poterit applicari et

1 1
ni fallor alibi probavi ex data / — . dari summam finitam —.
Y

Y
Altera methodus, quae geometrica est, et latitudinem sive spatium considerat, erit
BT 1 2 42432 3
quaeremus BT. nempe — :ﬂa‘c BC n —. Ergo BT'n w m
BC  2yB+4 32 y 2yB+ 06
2Ly~ y+5
2 3 A© AT
6+ L cui si addatur AB n y — (8 fiet AT n M Eritque — n —= n
2P + 37 2y + 3 BC
3y% + By . 3y + 3 3
———————— ponendo O esse in AC et fiet AO n n +
v+ 28y + 52 " Y+ 28y° + 8%y yP 420y + B2

g

3+22—ﬁ+52' Quorum summa si habeatur, poterit iterum haberi area spatii. Et
Y Y Y

notabile quod ad eandem reditur hic figuram, , ita ut hae duae methodi

1
vo, 2]y + B
aut singulae, aut iunctae rem conficere videantur. Nec dubium eadem et in caeterarum
potentiarum reciprocis datur.

1 Oy O y+p B 1 Oy © A
1n1—y—2.(1)/7n/D./ 5 n/y,\y_’_ﬁnl—;.lam—/?—i—/?
BO BO 1 1 BO 1 1
/T.Ergo/Tn1—/»—;.At/bn1—y—2—/®.Ergo/7n+y—2+/®—;
(2)/®;ﬁn/))L

5 alibi: Leibniz erinnert sich vermutlich ungenau an ein Ergebnis aus der Analysis tetragoni-

stica ex centrobarycis, dat. 25./26. Okt. 1675 (Cc 2, Nr.1089/1090; LBG S.151): ,,Omn. n ult.
x

a
T omn. — — omn. —2“.
T T
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Pulcherrima est haec tangentium applicatio ad numerorum series. Vel ideo quod ita
seriei numericae alia aequivalens exhibetur, quod alias difficile, quia numeri non tracta-
biles ut figurae quoniam differentiae non negligendae.

Hac methodo etiam poterunt investigari triangulorum centra gravitatis, et eorum
distantiae duci in triangulum, et productae seriei summa habebitur, si momenta aliunde
habentur, vel contra. Haec geometriae et arithmeticae communia.

Caeterum est aliquid arithmeticae peculiare, ut scilicet figurae propositae exhibeatur
aequivalens; elementis seu differentiis alia quadam ratione distributis, ut

[Fig. 3]

quid prohibet aliam componi seriem ex elementis seu differentiis, alia plane ratione in
lineam rectam compositis, ut scilicet lineas duxi. Putem haec ad geometriam quoque
applicari posse. Quemadmodum poterit ad geometriam quoque applicari illa mira ratio-
cinatio, qua summae inveniuntur in se ipsas replicatae; ope tangentium. Quemadmodum
etiam ope eiusmodi diversae descriptionis arithmeticae ad geometriam translatae pote-
runt forte aliquando exhiberi figurae transcendentes, seu quarum descriptio non est in
potestate, aequales illis quae describi possunt v.g. figurae ananalyticae habebuntur, si
non possit dari summa differentiarum secundum lineas quas vides iunctarum, ad facien-

das per earum summationem novas ordinatas.

15 aliquando (1) mutari figurae hac (2) exhiberi figurae (a) mechanicae a (b) transcendentis (c¢)
transcendentes L 16 figurae (1) non (2) ageometricae (3) analy (4) ananalyticae L

12f. illa mira ratiocinatio: J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura, 1668, S.19-24
[Marg.].
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51. DE INVENTIONE THEOREMATUM ELEGANTIUM
[November 1675 — Februar 1676]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 2 Bl 119. Ca. 2/3 BL.2°. 1 S. auf B1.1191°. BL. 119v®
leer. Linker Rand (im Falz des urspriinglichen Bogens) leicht bogenférmig. An der oberen,
schragen Schnittkante Buchstabenreste fremden Textes.

Cc 2, Nr. 1341

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir den Zeitraum November 1675 bis Anfang
Februar 1676 belegt.

Inventio theorematum elegantium et demonstrationum
ex calculo concinnandarum in eo consistit, ut unam formulam in varias
formulas aequipollentes mutemus eas inprimis, quarum iam nota natura et proprietates.

Ut si proponam tibi terminos continuabiles in infinitum nempe:

a b

2by/ab
(a) il \/(lb (b) n r\/ab

20)y(@)(h)
((a)) n /(a)(b) (b)) n (b) + /(a)(b)

Utique erit elegantior enuntiatio si dicas, esse (a) medium geometricum inter a. b.

et (b) medium harmonicum inter b. et (a).

12 terminos (1) : (2) continuabiles L 17 esse (a) (1) progressionis (2) medium (a) arith (b)

geometricum L

9f. demonstrationum ex calculo concinnandarum: vgl. Fr. van SCHOOTEN,
Tractatus de concinnandis demonstrationibus geometricis ex calculo algebraico, 1661, DGS 11 S. 341
bis 420. 12 terminos: vgl. J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura, 1668, prop. XI S. 25-28;
ders., Excercitationes geometricae, 1668 S. 2 f. [Marg.|; in seinem Handexemplar, Niedersachs. Landsbibl.
Ms 1V, 377, hat Leibniz auf S. 2 die Reihenfolge der Berechnung der zweiten Terme der Doppelfolge aus
den vorhergehenden durch Verbindungsstriche angedeutet.
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Quod patebit si pro \/ab in valore ipsius (b) substituas id cuius valor est \/ab nempe

2b
(a) et fiet (b)n 3 +<?)) et erunt b (b) (a) progressionis harmonicae,
a
. 2b(a)
d tet b :
quod sic pate b (a) (a)
2b(a) . .. . .
Est autem bt (a) formula medii harmonici duplum scilicet rectanguli per summam

divisi. Hae scilicet formulae simplices notandae et in catalogos referendae, et nomini-
bus designandae sunt, ut scilicet cum earum ope elegantiora obtineamus theoremata, et
utendo theorematis formularum eiusmodi notarum iam demonstratis, faciliores obtine-
amus demonstrationes. Imo et constructiones, dum iam pulchra problemata plerumque
circa formulas eiusmodi notas et celebratas habentur. Porro ut in nostro exemplo obiter
dicam cum communis mensura non mutet progressionis dividendo tres terminos per ba,

fiet:
1 2 1 1 1 1

a b+a b vel 20 a+b 2

Quorum trium terminorum novissimorum nominatores sunt progressionis arithme-

ticae, nempe:
1 1 1
2a 20,+—a+b  2a,42—a+0b
Ita si omnia multiplicemus per b + a fiet ex tribus scilicet terminis initio, quorum

medius fractio, fiet inquam:
b>+ab 2ab  ba+ a®
sive b+4+a,b 2ab b+ a,a.
Si a primo auferas medium fiet b* — ab. Si a secundo tertium fiet: ab — a2, id est fiet
illic b~ b — a, hic a [7] b — a, quae sunt ut b. ad a, cum ipse terminus primus sit etiam

ad tertium ut b. ad a.

13f.  Unter arithmeticae: Progressio harmonica arithmeticae
est reciproca.

6 cum (1) |offeruntur streicht Hrsg.| earum ope (2) earum ope (a) pulcheriora obt (b) elegantiora
L 6f. et (1) ob lemma (2) utendo L 21 a;b —a L dndert Hrsg.
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Hinc porro sequitur si addantur duo numeri integri progressionis harmonicae uno
interiecto distantes, esse aut quadratos aut quadratorum multiplos. Nam b2 +ab-+ab+a?,
seu b2 + 2ab + a? quadratus. Quadrati sunt cum progressio primitiva est.

Et differentiae eorum sunt differentiae duorum quadratorum. Hinc solutio cuiusdam
problematis, perelegans. Quaeritur series numerorum, in quibus id contingat, in infini-
tum, ut sint quadrati simul vel multipli; et generaliter loquendo multipli quadratorum;
summae; et differentiae vel multipli differentiarum quadratorum sint differentiae, termi-

norum uno intervallo dissitorum. Hae sunt quaestiones longe difficiliores quam simplices.

1f. uno ... distantes erg. L 5 perelegans. (1) Sit quaerenda vero num (2) Quaeritur L
6 quadratorum (1) et |sint streicht Hrsg.| (2) summae L

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3



700 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N.52

52. PRO SUMMA PROGRESSIONIS HARMONICAE
[November 1675 — Februar 1676]

I"Jberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 BL. 254. 1 Bl. 2°. 1 S. auf Bl. 254 1r°. Bl. 254 v°. leer.
Cc 2, Nr. 1185

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir den Zeitraum November 1675 bis Anfang
Februar 1676 belegt.

[Teil 1)

Pro summa progressionis harmonicae

A \/D

[Fig. 1]

8 Pro erg. L
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AB D E
C
[Fig. 2]
1 1 1 1 1 1
1 2 3 41 5 6
it 1 1 1
1] 4 9 16 25
o111
3 8 15 24 ¢
1 1 1 1
1 8 27 64

1
3 1 gestr. L, erg. Hrsg.

1 Fig. 2: vgl. die Darstellungen der figura segmentorum und der figura angulorum in LQK S.42
u. 46.
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L nl4y+ir P
al—ay]
L ! L etc. n L n 2 n 1 + !
1 2 4 8 16 ' L1 1 1
2
L ! ! etc. N ! n 3 n 3 n 1 + L
1 3 9 27 8l ' L 3-1 2 2
3
11 1 1 L R S T
1 5 2 125 625 - 1L 5-1 4 4
5
11 1 11
5 T - - = -
2 3 4 5 6
11 1 1 1
2 3 4 5 6
11 1 1 1
4 9 16 25 36
11 1 1 1
8 27 64 125 216
11 1 1 1
16 81 256 625 1296
10 etc. etc.

In arithmeticis progressionibus non potest alia commode fieri aequatio referens ad

alium axem.

a a |'|+aﬁr| af

cuius momentum

y y+p y? + By y? + By
. [_aB :
est: /Z/+ﬂ n [ 3 [bricht ab]

15

1 4+ y L dndert Hrsg.
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[Teil 2]

Sit numerus quantuscunque, quaeritur an multiplicari possit per alium, ut produc-

tum fiat minus quam summa omnium productorum possibilium ex omnibus numeris
minoribus.

v +by* +bey +bed
¢ +bd
d +cd
Videndum an differentia inter productum continuorum, et summa productorum om-
nium numerorum minorum superare possit quemlibet numerum datum.

Producti continuorum logarithmus habetur addendo logarithmos omnium nume-
rorum inferiorum.

[Isolierte Gleichung]

. s
y** x ok etc.en —

5-7 Nebenbetrachtung: abcd
abce
abd
acd
bed

2 quantuscunque, (1) multiplicetur per (2) quaeritur L

10f. Producti ... inferiorum: vgl. N. MERCATOR, Logarithmotechnia, 1668, S. 34. In Leibniz’ Hand-
exemplar ist der Absatz unter der entsprechenden Aussage mit Bleistift angestrichen.
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DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N.53;

53. DE TRIANGULO HARMONICO

531.

Die folgenden drei Stiicke stehen in einem engen inneren und zum Teil auch dufleren Zusam-
menhang: N. 533 ist als erstes entstanden, vermutlich kurz vor dem auf Dezember 1675 datierten
Stiick N. 531, in dem es erwahnt wird.

Bei der Abfassung von N. 532, datiert Februar 1676, hat Leibniz auf N. 533 verwiesen sowie
umgekehrt einen Hinweis auf N. 532 in N. 533 erganzt. Anschlieend hat er dieses Blattchen in
N. 532 wie in einen Brief eingefaltet und den so entstandenen Umschlag mit einer beide Stiicke
betreffenden Aufschrift (= S.708 Z.7-10 ) versehen.

DE PROGRESSIONE HARMONICA
Dezember 1675

["Jberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 Bl.250. 1 Bl. ca. 18,5 x 16 cm. Obere und untere
Schnittkante unregelméafBig. 1 S. auf Bl. 250 1°. Datum und Uberschrift iiber dem Schema
S. 706 Z.2-19 ergénzt. — Auf Bl. 250 v° teilweise zerschnittene numerische Divisionen mit
verschiedenen Rechenproben. Druck in einem spateren Band der Reihe.
Cc 2, Nr. 1180 tlw.

Decemb. 1675

Progressio harmonica

1 1
1 2
2 1 3 4
2 1 6 8
4 2 1 9 12 16
4 2 18 24
8 4 27 36
8 o4
16 81
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Progressio geometrica proxime inferior est series differentiarum transversalium pro-
gressionis geometricae propositae. Nec tantum differentiarum transversalium primarum
seu primarum, sed et secundarum etc.

Series differentiarum rectarum progressionis geometricae est eiusdem progressionis
geometricae. Si ope differentiarum transversalium inveniri possunt summae, sequitur hoc
applicari posse ad geometricas; nam si seriei differentiarum transversalis primae quaera-
tur rursus series differentialis prima, et huius rursus, venietur tandem ad primam quae
est unitatum; ubi differentiae sunt 0. seu exhaurientur. Sed si progressio non sit per

numeros, non venietur unquam ad unitates:

704,17 Unter Progressio harmonica: Adde schedam exiguam de inve-
niendis theorematis.

706,515 Nebenrechnungen zum Schema:

g 1_1 _12-6 1
6 12" 6,12 12
11 220-12 8 2 1
12 20" 12,20 12,20 3,20 30
105-60  45n5,9 1
10 105n 5,21 . —
o 60,105 " .2.9.3.7,10 "' 140
12 1 1
1 =
30,42 ' 7,15 " 105
21
14 1 1 8
1 — _°
3 156" 62" 168 168
72— 28
56 16 9.9 9
15 2 36,7 1 252 -
16 56,72 ' 7.8.2,36 " . 252
6 si (1) diff (2) seriei |differentiarum erg. | transversalis L 10 Adde (1) schediasmata (2)

schedam L

10 schedam exiguam: N. 533.
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e B

W =

S| =

0| =

O =

1
2
1
3
1 1
6 4
1 1
12 5
1 1
12 20 6
1 1 1
30 30 7
1 1 1 1
20 60 42 8
1 1 1 1
60 105 56 9
1 1 1 1 1
30 140 168 72 10
1 1 1
105 252 90
1 1
42 360
1
168
1
56
1
252
1
72
1
360
1
90
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Series secunda habet denominatores ex ductu duorum primorum proximorum, se-

ries tertia, ex ductu terminorum seriei primae, in terminos numero antecedentes seriei

. . 1 1 1
secundae sed per primum divisos,ut - , - < - n -
3 2 2 3
1 1 1 . 1
4 7 6 T 2 12
1 1 1 1
-, — < - n —.
5 12 2 30

Si quaelibet series differentiarum descendens per primum terminum suum dividatur,
fient reciproci numerorum combinatoriorum.

1 ex (1) facto (2) ductu L 2 ex (1) facto terminorum seriei (2) ductu (a) termini se (b) termi-

norum L 2 in (1) terminum (2) terminos (a) respondentes (b) (in) (c) numero L 7 differentiarum
descendens erg. L
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535. TRIANGULUM HARMONICUM ET TRIANGULUM PASCALII
Februar 1676

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 VIII 27 BL. 2. 1 Bl. 4°. Goldschnitt. Brieffaltung. 1 S. auf
BL 21°. Datum auf BL 21° oben erginzt. Uberschrift auf Bl. 2 v® Mitte. 10 Z.
Cc 2, Nr. 1337

Feb. 1676.

Triangulum harmonicum respondens triangulo

arithmetico Pascalii, quo ostenditur quomodo numerorum figuratorum

reciproci seu fracti, possint addi in summam. Patet et quomodo saepe
ex simplicibus divinemus composita.

Ingeniosissimus Pascalius tractatum scripsit de triangulo arithmetico: de summis,
et summis summarum, et summis ex summis summarum, etc. numerorum progressionis
arithmeticae.

Ego singulari quadam ratione incidi in triangulum harmonicum; de differentiis et
differentiis differentiarum, et differentiis ex differentiis differentiarum, etc. numerorum
progressionis harmonicae.

Cumque numeri progressionis harmonicae sint reciproci, sive fracti numerorum pro-
gressionis arithmeticae, factum est miro naturae consilio, ut etiam reliquae totius
trianguli harmonici series (tantum certo modo multiplicatae) serierum
respondentium trianguli arithmetici reciprocae essent, atque iidem sint numeri trian-
guli arithmetici et harmonici, eo tantum discrimine quod termini trianguli arithmetici
sint integri, id est fracti habentes figuratum, (id est trigonalem, pyramidalem, trigono-
trigonalem, etc.) pro numeratore, et unitatem pro nominatore; contra termini trianguli
harmonici habeant unitatem pro numeratore, numerum figuratum pro nominatore.

Reliqua ex tabulae inspectione patent, quae deducere demonstrationibus non est
operae pretium. Hodie enim quivis characteristicae analyseos cultor facile deprehendit et
demonstrat, qualia multis ratiociniis Pascalius ostendit.

17 progressionis (1) arithmeticae (2) harmonicae L 18 ut | reciproci gestr. | etiam L 26f. et
demonstrat erg. L

8 Pascalii: Traité du triangle arithmétique, 1665 [Marg.] (PO III, S. 433-593).
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Triang arithmet.
Pascalii

servit ad inveniendas
summas integrorum
finitorum figuratorum,

et quadraturas parabolarum
rationalium, omnium
graduum, quae sunt

figurae carentes asymptotis.

708,24 Nach nominatore Tabelle gestr. L:

Triang. harmon.

meuim

servit ad inveniendas
summas fractorum
figuratorum, finitorum

et infinitorum summam
finitam habentium et
quadraturas hyperbolarum
rationalium, omnium
graduum, quae spatia
habent finitae magnitudinis,
at ob asymptotos,

infinitae longitudinis.

10

1
11 11 -
1
1
5 4 32 -
2
1
15 10 6 3 —
3
1
35 20 10 4 -
4
1
70 35 15 5 —
5
1
126562165

5 rechte Spalte figuratorum, (1) etc. (2) finitorum L
quadrabili) (2) omnium L

9 rationalium, (1) (excepta prima, (minime)
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1
1
1
1 il
1
1 1
1 - -
1 1
1 9 1 1
2 1
1 1 1
1 3 - — -
° 1 3 1
1 1 1
1 4 3 - - -
3 4 1
1 5 6 1 1 1 1
1 6 5 1
1 6 10 4 ! ! 1 !
4 10 6 1
t 7 15 10 L L L L t
etc. 1 0 5 7 etc.
t 21 20 5 L L ! t
1 . - — — .
0 etc 5 20 o1 etc
t 35 15 ! ! ! t
etc. 1 R 3% etc.
1 1
tc. - — tc.
etc 35 6 5 35 etc
1 1
etc. 21 1 21 etc.
t 7 1 t
etc. = etc.
7
1
15 etc. — etc.
1

[ II III IV V VI VII VIIT IX X XI XII XIIT XIV XV XVI XVIJ]

16-711,14 Spalten- und Zeilenzihlung erg. Hrsg. Die romisch numerierten Zeilen sind tm Ma-
nuskript senkrecht unter die entsprechenden Spalten geschrieben. Die eckigen Klammern im Text bis
S. 711 Z. 11 stammen von Leibniz selbst.
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[IV] etc.
[V] Summae ex summis summarum seu VV gonales
[VI] Summae summarum seu pyramidales

]
[VIT] Summae arithmeticorum, seu trigonales [differentiae pyramidalium etc.]

] Progressio arithmetica [differentiae trigonalium et differentiae differentiarum
pyramidalium, etc.]
[X] Progressio harmonica seu reciproci arithmetici [summae fractionum seu recipro-

2
corum trigonalium per 1 divisorum; summae summarum reciprocorum pyra-
- 2. 3. .
midalium per 1 in 3 id est per 3 divisorum etc.]
[XI] Differentiae harmonicorum multiplicatae per 1 [seu reciproci triangularium,

- 3 ..
seu summae pyramidalium per 3 divisorum]

[XII] Differentiae differentiarum multiplicatae per [3]
[XIII] Differentiae inter differentias differentiarum multiplicatae per [4]
[XIV] etc.

Adde quae alibi scripsi de trianguli harmonici numerorum summis in scheda exigua,
huic involuta.

4 [differentiae ... etc.] erg. L~ 5f. [differentiae ... etc.] erg. L 7 seu reciproci arithmetici erg.
L 7-9 [summae ... per % divisorum; | summae summarum erg. | reciprocorum ... etc.] erg. L 10

(1) Progressio (2) Differentiae L ~ 10f. [seu ... divisorum| erg. L 12 Differentiae (1) harmonicorum

3 4
(2) differentiarum L 12 5 L dndert Hrsg. 13 Differentiae (1) ex (2) inter L 13 3 L dndert

Hrsg.
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533. SCHEDA EXIGUA
[Dezember(?) 1675 — Februar 1676]

["Jberlieferung:

L Uberarbeitetes Konzept: LH 35 VIII 27 Bl. 1. Ein Zettel 4,5 x 17,5 cm. 2 S.
5 E  P. COSTABEL, Leibniz et les séries numériques, 1978, S.90-91.
Teildruck in dt. ["Jbersetzung: D. MAHNKE, Zusdtze aus den ungedruckten Handschriften,
1931, S.31-33(= Z.14 - S. 713 Z.9 und S. 713 Z.13 — S. 714 Z.15).
Cc 2, Nr. 1336

[Teil 1]
10 Origo inventionis trianguli harmonici.

Anno 1673 Hugenius mihi proposuerat summam fractionum triangularium inveni-
endam quam particulari sed valde memorabili solutione deprehenderat. Cum ergo in ea

essem meditatione forte notavi[:]

111 1 1

i t An- - - - -

Si exponatur y 153 1 &

111 1 1

15 Bn- - = — —
1 3 6 10 15

et si dimidii termini B addantur terminis ex A, per lineas quas vides iunctis, reddi
terminos ex A, terminis ex B superscriptos. Quod in mentem primum venerat, quod

viderem primum terminum nempe 1 ipsius B, dimidiatum, additum iuncto per lineam

10 trianguli harmonici erg. L 11f. inveniendam erg. L 12 solutione (1) invenerat (2)

deprehenderat 18 nempe 1 erg. L

11 Anno 1673: Das Gespriach hat wahrscheinlich im September 1672 stattgefunden; vgl. in der
Einleitung S. XXV sowie N. 36 u. Historia et origo calculi differentialis, 1714 (LMG V S. 404). Huygens’
Losung des Problems ist abgedruckt in HO XIV, S.144-150.
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1 . . o .
ex A, nempe 2 facere 1, seu primum ex A. Item quod nominatores proximi ex A in se

ducti, faciunt semper numeratorum ex B duplos, ut
1,212 23n6. 3,4n 12
1 3 6

Quod autem in caeteris seriebus sumenda sint 50’ ZD7 etc. ita facile divinavi, quia

2 .. 3. - . S .
— primi termini ex C et 1 primi termini ex D, id est semper unitatis, addita secundo

termino seriei praecedentis, faciunt semper unitatem. Unde patet quomodo simplicium
auxilio saepe composita divinemus. Ex hoc autem theoremate inductione
deprehenso, summas eleganti satis ratiocinio inveni. Et ex his porro exstruxi V"™ har-
monicum cuius cum arithmetico mirus consensus. De quo alibi.

[Teil 2]

Demonstratio. Summae serierum trianguli arithmetici reciproci seu trianguli harmonici.

. 1 1 1 1 1
Slt Al_l I +§+§+Z+get0
B n 1—kl—kl—ki—i—ietc.
1 3 6 10 15
1 1 1 1 1
C n I+1+170+270+£etc
D n 1+1+i+i+ietc.
1 5 15 35 70
etc. N etc.
. 1 1 1 1
Erit A_1H+§+§+Z+§Etc'
1B |‘|+1+l+i+ietc.
2 2 6 12 20

1 facere (1) duplos (2) 1 L 2 semper | sequentiam gestr. | numeratorum L 2 B (1) dimidios
(2) duplos 6 C |seu unitatis gestr.| et L 9f. Et ... alibi. erg. L 12 serierum (1) reciproce
triangulo-pyramidalium etc. (2) trianguli L 13 Sit erg. L

10 De quo alibi: N.535.
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1 1 1 1
Tam per theorema A—1+§B|'| 1+§+§+1 etc.

1 2
Ergo A—1+ EB n A. Ergo B n I Adeoque habetur totius seriei B summa.
2 3
Eodem modo B—-1+ 50 n B. Ergo C n 7"

3 4
C—-1+ ZD nC. Ergo D n 3 Et ita porro in infinitum.

Ergo ut in unum contrahamus:

A B C D etc
= N~ =~
1 1 1 1 1
11 1 1 1
1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 1 1 1 1
1 3 6 10 15
1 1 1 1 1
1 4 10 20 35
1 1 1 1 1
1 5 15 35 70
etc. etc. etc. etc. etc
summa
0 1 2 3 4
— = - = - ete.
0 1 2 3
——
coniecturalia certa

1 theorema: s.o. S.712 Z.14-17.
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54. NUMERI PROGRESSIONIS HARMONICAE
8. Februar 1676

["Iberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 Bl. 243-244. 1 Bog. 2°. 4 S. Zusatz am linken Rand
von Bl. 244 r° u. unten auf Bl. 243 v°® quergeschrieben. Geringer Textverlust durch Ausrisse

im Falz. Uberschrift erganzt. 5
Cc 2, Nr. 1303
8. Feb. 1676.
Numeri progressionis harmonicae
et
proprietates quaedam in earum progressione observatae 10
et
summa circiter vera
[Teil 1]

Progressionis harmonicae natura est, ut tribus quibuslibet sumtis terminis continuis,
sit primus ad tertium, ut differentia primi et secundi ad differentiam secundi et tertii: 15
. .., a a —
a b csint characteres algebraici erit: — n
c b-—c
a,b + b,c. cuius aequationis ope, quaerere possumus valorem vel a. vel b. vel ¢, itaque

bni@’a

n —. id est medius trium terminorum progressionis harmonicae est duplus facti
a+c

.eta,b —a,cna,c— b,c. et @,a,cl‘l

b, c
ex extremis, divisi per summam. Quaeramus et extremos, erit scilicet a n [ d .

@7Cn =b

1 1-2
15f. tertii: (1) 1.2.3.4.5.6.7 sint characteres algebraici (a) p s t (b) erit: 3 s 3 et 1,2 -1,3

1,3
nil,3—2,3. et @,1,3 ni1,242,3. eterit2n Czl):’_é id est numerus medius (2) abc L 17 vel (1)

1. vel 2. vel 3. Sed satius quaerere valorem ipsius 2, sive medii, nam nulla est ratio cur alter extremorum

®.1,3 .
(2) a. vel b. L 19-716,1 scilicet (1) 1 n
1+3

2,3

@1’377_172-
1,2

1,2 ab
—_—— (2)1ln =<~—"———et3n <~———.Sitlnaet2nb.erit3n <—— a b
@172”_273 () @7377_2 @7177_2 @a_b
ab ab ab ab

sive — —

(o
2a—b b a 2a-—b

prae altero eligatur, itaque 2 n et

3n

b,
(3) |an ®—C andert Hrsg.| et L
y Dy —C
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et ¢ n . Ergo assumendo a.b. sequens seu tertius habebitur et ita stabit

a,b
@7047771)

sive reducendo ad unum numeratorem, quod etiam aliquando utile est,

a

2a — b

ab ab ab

quemadmodum alias ad unum nominatorem, fiet b o a1
a 2a—

b.a.2a — b, termini progressionis arithmeticae, nam duplus medius, aequatur summae

Sunt autem nominatores

extremorum.

2ac

Medium harmonicum reciprocum est dimidiae summae fractionum sub extre-
a+c

. 1+1 -

mis — + —. seu .
2a  2c 1 1
¢

a
Sed quoniam progressio quaelibet eadem manet si tota per aliquam quantitatem divi-

b ab b 11 1
datur, ideo resumendo: © o etc. et totum dividendo per ab, fiet: — — .
b a 2a-—5b b a 2a—b

. . 1 . . . . 1 1 1
Sit quartus terminus — quaeritur ¢ quam sic inveniemus scribendo: —
c

b Bna An2a—-0

3 nominatores erg. L  5f. extremorum (1): Et quoniam b et a pro arbi (2). (a) Divisis omnibus

1 1 1
er ab, fiet: — —— ———. Sit (aa) quartus (bb) continuatae huius progressionis quartus
P ; B2 b 39%h —an? (aa) q (bb) prog q ;

vel vel
1 1
AB? A?B
} appellando secundum i et tertium 1 fiet quartus __ et ¢ n 2A%2B — AB2. Hinc
c’ AB2 A2B’ 2A2B — AB2
An ﬂ. et A2 n a4b2' et A2 n M. fiet B2 n a%h . Ergo b debet esse cubus. Quod
B2 B4 B 2a—b 2a—b

praestabitur si ponatur a n 1. et b n 1. erit enim 2 n 1. qui primus est casus, et oritur progressio
a

—b

harmonica prima 1.1.1. (aaa) Aliter (bbb) Proximus (aaaa) gradus (bbbb) casus est, ut ponendo b n 1.
1 111

fiat a n 5. et fiet: — — — etc. sive omnia multiplicando per ab n 5, fiet — - — —

5 25 45 15915

10 scribendo erg. L

etc. (b) Medium L

6f. Medium ... bn

:vgl. N.55 S.733 Z. 16.
1
c

ISR

+
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1
cn2A—B’
inserendo valores A et B in valore ¢, fiet ¢ n 4a — 2b, —a 1 3a — 2b. Fiet ergo progressio

1 1 1 1
b a 2a—b 3a—2b 4a—3b
rum nominatores sunt progressionis arithmeticae incipientis a b. et continue crescentis,

Fit enim quartus ex secundo et tertio, ut tertius ex primo et secundo, ergo

harmonica:

etc. id est eius termini sunt fractiones, qua-

differentia a — b. Unde patet etiam omnes possibiles progressiones harmonicas enumerari
posse, quia a. et b. sumi possunt pro arbitrio, modo a, maior quam b. Deinde sequitur
hinc progressionem numerorum integrorum harmonicorum non posse continuari in infini-
tum. Nam ut in integris exhibeatur progressio harmonica reducendae sunt fractiones ad
communem denominatorem. Quo abiecto habebuntur numeri progressionis harmonicae
integri. Sed patet eos longe alios fieri, prout alius atque alius sumitur denominator. Alius
autem alius oritur denominator, quando aliae atque aliae sumuntur fractiones, quod fit,
quando nunc plures nunc pauciores fractiones assumuntur. Hinc difficillimae tractationis
haec progressio est, ob continuam variationem, ut tamen in eius naturam in integris per
compendiosas inductiones inquirere possimus, operae pretium erit, incipere ordine enu-

merare omnes series integrorum harmonicorum finitas, quae ex infinita unica fractionum

77777 etc. fieri possunt. Ex primo fit 1. ex duabus primis, invento et abiecto

communi denominatore, 2.1. ex tribus primis, 6.3.2. expressa in tabula adiecta per ®, ex
quatuor primis, 24.12.8.6. expressa in tabula adiecta per ). Atque ita continuari tabula
intellige inquisitis cuiuslibet seriei differentiis, et differentiarum differentiis, ut factum
vides. Eumque in finem notand a, tabulae subscripta, consulantur.

1
1 -
1
11 21
1 2 - npn ZZ
12 12
‘s L . o 111 n 6 3 2
Series narmonica - - = - — —
12 3 6 6 6
diff. 1.
diff. 2.
14 incipere erg. L 16 invento et erg. L 17 denominatore, (1) et reducendo ad unam

fractionem (2) 2.1. ex L
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series harm.

diff. 1.

diff. 2.

diff. 3.

ser. harm.

diff. 1.

diff. 2.

diff. 3.

diff. 4.

720

120 168 252 420 840

12 36 180
24 144
120

840 1008 1260 1680 2520 5040
2520

1680

1260

1008

48 84 168 420
36 84 252

48 168
120 840

720
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Notanda in tabula

Differentiae sunt, primi secundi tertii gradus quae includuntur rectis aa, (a)(a) etc.

Incrementa primi secundi tertii gradus quae includuntur rectis bb, (b)(b) etc.

Decrementa primi secundi tertii gradus quae includuntur rectis ce, (¢)(c) etc.

Differentiae incrementa, decrementa, simpliciter, significant ea quae primi gradus.

In progressione harmonica termini decrementis differentiae primae, incrementis se-
cundis, 292¢ tertiis coincidunt, sive generaliter, series horizontales coincidunt obliquis
decrementalibus, in progressione harmonica.

Difficile foret a priori invenire progressionem quae hoc praestaret, si nesciremus esse
harmonicam.

In serie qualibet incrementali termini ab extremis aequidistantes coincidunt.

Continuatio tabulae per series, seu progressio progressionum harmonicarum sive se-
rierum. Series sequens quaesita fiet ex praecedente, si ultimus praecedentis, fiat primus
sequentis, et reliqui sequentis, sint omnes praecedentis per suum ordinalem numerum
naturalem ordine seriei quaesitae respondentem, multiplicati, ut ® est tertia in ordine,
adeoque naturalis ei respondens, sive ordinalis eius, 3. Primus eius terminus est 2. maxi-
mus seriei praecedentis, sequentes, 3.6. sunt facti ex terminis seriei praecedentis, 1.2. in
ordinalem seriei quaesitae, 3.

Continuatio tabulae per incrementa, seu progressio progressionum incrementalium,
sive incrementorum harmonicorum. Primus et ultimus (coincidentes) iam habentur, sunt
enim iidem cum primo termino seriei seu ultimo seriei praecedentis. Reliqui sic fient.
Incrementalium praecedentis seriei primus multiplicetur per 1. secundus per 2. tertius per
3. etc. et ita in medium usque ab utroque enim extremo fit idem. Ita series incrementalis
?, nempe (24.6.)4. sic fiet. 24. terminus seriei primus (est semper factus (—) (om)nium
ordinalium), reliqui ex (—) (prae)cedentis, 6.2. per 1.2. ordine multiplicatis.

Quoniam autem incrementorum progressionem invenimus, non est opus nunc quidem
tabulam longius continuari, nam incrementa videntur simplicioris esse naturae, quam

ipsae series, adeoque supererit ut inquiramus in progressionis incrementorum proprieta-

2 (1) Tabula facile continuari poterit, si (2) Differentiae L 2 includuntur (1) lineis, (2) rectis L
5 decrementa, (1) intellige (2) simpliciter L ~ 10f. harmonicam. (1) Continuatio tabulae: (2) In L
13 quaesita erg. L 13 si (1) primus (2) ultimus L 14 suum ordinalem erg. L 15 quaesitae
erg. L 241 (om)nium (1) naturali (2) ordinalium L 25 ex (1) terminis seriei |increment(—)
erg.| (—) (prae)cedentis, ordine, (2) (—) (prae)cedentis L
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720 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N.54

tes. Nam quando series quaedam tractatur, utile est quaeri eius differentias, et differentias
differentiarum, et differentias tertias, seu quas ipsae habent differentiae differentiarum,
idque tamdiu, donec vel ultimae differentiae sint 0. et habemus quaesitum, hoc enim suf-
ficit ad naturam progressionis propositae investigandam, ita enim et aequatione potest
exprimi, et summae terminorum possunt inveniri, quae sunt primaria in qualibet pro-
gressione quaesita. Vel differentiae nunquam evanescunt quamdiu termini suppetunt, et
tunc inquirendum est in seriem incrementorum, vel decrementorum; illorum, si series ab
initio proposita in infinitum crescere potest, horum, si in infinitum potest decrescere:
utrorumque, si finita est. Hoc loco differentias nunquam exhaustum iri patet nisi cum
terminis, et series proposita harmonica finita est, adeoque incrementorum simul et de-
crementorum series, examinanda, quae utraque etiam finita, sed aequidiuturna cum ipsa
serie terminorum, imo series decrementorum mirabili sane proprietate coincidit cum serie
terminorum.

Superest ergo tantum examinanda series incrementorum separatim; quoniam enim
eius naturam ac progressionem certa quadam regula invenimus, sola per se incrementa
iam novam tabulam possumus quaerere, extra tabulae superioris continuationem:.

2 differentiarum, et (1) differentiae quam ipsae (1) differentias (a) secundas seu (b) tertias L
3 vel (1) incideamus in (2) ultimae L 6 Vel (1) nulla inveniri potest differentia (2) diff (3) differen-
tiae L 6 quamdiu ... suppetunt erg. L 7f. decrementorum; (1) si pro (2) illorum, si series | (a)
pro data (b) ab initio proposita erg.| in L 9f. nisi ... terminis erg. L 11 utraque erg. L
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24 6 24
18
16

120 24 24 120
—96 96
+84 84
0
720 120 120 720
—600 72 600
+528 528
468
432 [72] 432
[—360] 360]
[720]

5040 720 240 240 720 5040
4320 [480] 96 . .
3840 384] .

[3456] .

° [ ] L]
[ ] [ )

18 0 L andert Hrsg. 19 432 L andert Hrsg. zweimal 20 0 L dndert Hrsg. 23 360 L

andert Hrsg.

24 3960 L dndert Hrsg. 24 264 L dandert Hrsg. 25 3696 L dndert Hrsg.
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Hic illud primum notabile est (ut in triangulo arithmetico), quod idem ab utraque
extremorum parte diverso.

Calculo producitur: ut 6 2 2 6
1 2 3 4 per

24 6 4 6 24
1 2 3 4 5 per

120 24 12 12 24 120
Notandae, et differentiae negativae, quae hic occurrunt.
Caeterum quoniam differentiae incrementorum ad magnos denique numeros ascen-
dunt, non est cur sic pergamus. Et referenda huc quae alibi calculavi, ubi certa quadam

ratione differentiae exhauriri videbantur.

. , . L1111 R
n omn rogressione narmonica, ut — - - — - — — — — — excerptl per itervalla
t Progresst 193456789 10 FPHP v

aequalia sunt etiam harmonici, ut - - — — etc.

Quare idem est et in integris, quando fractiones ad communem denominatorem re-
ducuntur.

14f. Nebenbetrachtung, gestrichen:

1 1
1 @75 : ,2,3n4
5 " Il seu r1&1*_L1H4
1 3 1 1
11 11 11 11 1 1
1 @7_7_ @a_7_ @ @7_7_ @/7_7_ -+
- n 2.4 15 mrgo =& n 24—1— 15 o 34 2 4
3 T 1 T 1 80 73 T 1 T 1 11
S+ Sz S+ 4z ),
2 4 1 5 2 4 1 5 2°4
4+2
17 1 1 1 2
(I‘I 1 5 1). Reducendo ad unum numeratorem 3 M m—km M 6

14 integris, | ut arbitror gestr.| quando L

10 alibi calculavi: vgl. N.22 Teil 2.
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[Teil 2]

Summae progressionum finitarum omnium quarum
formulae rationales aequabiles, licet fractae.
Quod hactenus nemo.

Cum diu laborassem frustra in summis reciprocarum progressionum, seu fractionum,
investigandis, tandem subito lucem quandam hausi. Diu constabat mihi ex Mercatoris
methodo posse appropinquando exhiberi summam terminorum harmonicae finitorum, id
enim cum hyperbolae quadratura in numeris propinquis exhibita, coincidit, sed nondum
appropinquationis ope ad exactam summam quaesitam veniri posse cogitaveram. Quod

nuper in mentem venit, et nunc explicabo.

[t

L2181 4.1 5 1 6
1 371 1471571 %6 7 S e

—_

o 1 2 3 5 6 . . . . .
’_(I + 3 + 3 + 1 + 6 + ?) Ergo si series ®inveniatur invenietur et), nam d n 7—©O.

O]

3  Am Rande: Aequabiles formulae, quae aequationem certi gradus seu lineam non

transcendentem dare possunt.

24 Summae progressionum (1) for mularum ra (2) finitarum ... ra-
tionales | aequabiles erg.|, licet ... nemo erg. L 5 reciprocarum |arithm erg. u.
gestr. | progressionum L 6f. Mercatoris (1) regul (2) methodo L~ 8-10 , sed ... explicabo erg. L

2 3 4 5 6 7

11 etc. (1 2 1 - - 1 - = 1 - - 1 - - 1 - = 1 - =
etc. (1) seu (2) seu 1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6+

1—2 (3) seu L

6f. ex Mercatoris methodo: N. MERCATOR, Logarithmotechnia, 1668, prop. XV S.29f. [Marg.],

1
entwickelt 1ta durch fortgesetzte Division in die Reihe 1 — a + a? — a3 + a* etc.
a
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Fractionum in ® contentarum numeratores, 0.1.2.3. etc. appellemus y. erit ® n

Y ) etc. Jam y

1+y 14+ (y) 1+y
Et quanquam hoc modo subtrahenda addendis maiora, si in infinitum continuetur

ny—y2+y3—y4—|—y5 8 [+y7_y8+y9_y10] etc.

series potentiarum; attamen si appropinquatio tantum quaeratur non est opus iri in infi-
5 nitum; sed finiri potest in potentia affirmativa, adeoque et series tota harum potentiarum

y—1v°>4+y3 —y*+y° erit affirmativa seu nihilo maior et continuari poterit, donec ab Y

+1
minus differat quam aliqua quantitas data. Iam si idem fiat in singulis y, habebimus:
ynl T%Z Py -y +y -y o+
yn2 U my) - @ @ - W )
1+ (y)
woyns () () + (W) (@) ()
1+ ((»)

etc. etc. etc etc. etc. etc. etc.

Y )100
v 100 2L oty o) — (i) + (o) — Gl + Gy )’

Tam haberi potest nullo negotio, summa omnium y. seu 1.2.3. etc. ab 1 ad 100
et omnium 3?2 seu 1.4.9. etc. ab 1 ad 1002, et ita quoque cuborum etc. Cum ergo in
15 singulis aequationibus eousque produci possint potentiae, ut sit error minor dato, poterit

8-12 Am Rande: n maior. Et [l est paulo maior.

2f. —y8 | —y7 +y8 —y° +y10 Gndert Hrsg.| etc. (1) Tam quia numerum ipsarum y supponimus
esse finitum, haberi potest in numeris fy | seu sum. omnium y erg. |, (et fy2 et fyS, et sum. y? etc.

Unde sequitur, (2) Sed quoniam hoc modo subtrahenda addendis maiora, ideo aliter procedemus (3)
Et L 3 maiora, (1) si (2) cum y sit integer, (8) si L 4 potentiarum erg. L 4 si (1) in affirma
(2) subsistatur in po (3) appropinquatio L 7 Iam |si streicht Hrsg.|si L 13 seu... etc. erg. L

(T
1+ (100(y)100)

nicht vollig in Ubereinstimmung mit der linken Spalte. Um Konsequenz zu erzeugen, miifiten entweder

12 Die Symbole bedeuten die Anzahl der Klammern. Die Bezeichnungsweise ist

einfache Klammern bereits in Z. 8 oder 99 Klammern in Z. 12 stehen.
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in singulis error tam fieri parvus, ut et in summa sit minor dato. Et ita habebitur summa

11 1 1
1 + 3 + 3 + 1 + etc. + 100 quantitate quantumlibet verae propinqua.

Sed hic video erratum, quia enim y est integer, hinc tantum abest, ut continuando
appropinquemus, ut contra quo longius continuamus, hoc longius absit error a vero.
1.vel2.vel 3.

Huic malo elegans remedium inveni, ponendo y N1 ————— ita, ut id quod unitas
& vent b Y7000, 000 etc. d

1
erat, sit pars 10000002 quantitatis alterius quae ipsam vicibus tot continet. Quod

semper in problemate dato effici potest. Et ita postremae potestates negligi poterunt, et
appropinquabimus pro libitu.
Habemus ergo viam exhibendi quantitatem, quae a summa reciprocorum arithmeti-

cae progressionis differat minus quam quantitas data. Haec quantitas sit:

tit i
2 quatiiiias verae appropiiauans seu : 5+ Quia ivimus ad y°. eritque z. integer. Iam
1000, 000, 000, 000, 000, 000 1000

i - integris n v " z - v
idem eri P .

1.2.3. etc. 100.1000,000 ~ 7000°  1.2.3.etc. 100.1000°

. 1 z.1.2.3. etc. 100 1
Error autem ponatur minor quam —>, Seu v [ 1 + 5, Seu
1000 1000 1000

si omnia rursus per 1000 multiplicata intelligamus, per quae ante diviseramus, v [
z.1.2.3.etc. 100 z.1.2.3.etc. 100
————s ¢t ———s— +1.

1000 1000

Et numerus integer cadens inter hos duos ipsius v valores, (qui non nisi unus esse
potest, quoniam non nisi unitate differunt) erit quaesitus. Is vero numerus statim reperie-

5f. Zusatz s. S.729 Z.22 - S.730 Z. 15

3 hic |rursus gestr. | video L 11 integer (1), reductis (2). lam L 13 Error (1) ergo ponatur
inventus minor quam 1, (2) autem L 15f. +1. (1) Debet maximus numerus integer cadens inter hos
duos, esse quaesitus (2) Et L 17 quaesitus. (1) Sed illud agitur (2) Is L

tit i
11 726,5 ZAUANMTAS VOTac APPIODIMAUANS oot vgl. N.55 S.732 Z.7-9
1000, 000, 000, 000, 000, 000
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tur fractionem quantumlicet ad integros reducendo. Quare res eo tandem redit tantum,
z.1.2.3.etc. 100

1000

z.1.2.3. etc. 100 . 2.1.2.3. etc. 100
———— et minor quam ——5——
1000 1000

ergo, et solus, satisfacit, quia inter duas quantitates sola unitate differentes plus quam

ut inveniendus sit numerus maximus integer in contentus, eique addenda

unitas; is enim maior quam +1. Satisfacit

unus integer consistere non potest.

Adeoque infallibiliter habebimus exactam et veram progressionis harmonicae propo-
sitae finitae, summam.

Hoc iam inventum immensos pariter in geometria et arithmetica habere usus, paucis
ostendam. Ac primo hinc dabitur summa omnium serierum, quae ex huius seriei terminis

affirmatis negatisque componunturque, quales sunt plurimae, ut:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

I—i—l—g—z—i—g—getc.vell—g—i—g—?—&—g—ﬁetc.quarumpriorexhibet

quadraturam hyperbolae, posterior circuli. Et hinc iam reperta est via per quam solis
numerorum additionibus, mira facilitate veniri poterit, ad appropinquationem, etiam si

quis velit Ludolphina exactiorem. Idque admoneri operae pretium erit in mea Quadratura

ithmetica. 1 ! 1+1 1+1 ! tc. eti i t t "2+2+2
arithmetica. lam — — — + — — — 4+ — — — etc. etiam sic poterunt exprimi, — + — + —
1 35 779 11 P PHL 3 735 7 09

. 2 . . .
etc. sive: + + etc. quorum denominatores duplorum ab imparibus

22-1 62—1 100%2-1
quadrata unitate minuta.
Sinaturales y. erunt pares 2y. impares, 2y—1, eorum dupli, 4y—2, et horum quadrata,

16y2 — IGyE + 3. Ergo omnium haberi potest summa; videndum an
-1

1
16y% — 16y + 3

non hoc modo datae cuiuslibet, haberi possit summa, verum quia iam scio,

by +cy+d

1
non posse hoc modo haberi summam huius —————. Ideo ut hanc formam exclu-
y? + 2cy + 2

4 differentes (1) una maior (2) plus L 16 f. imparibus (1) radices (2) quadrata L

14 Ludolphina: LunoLPH van Ceulen, Vanden Circkel, 1596; seine beste Approximation tiberliefert
W. SNELL, Cyclometricus, 1621, S.55. 141f. Quadratura arithmetica: vgl. LQK, Scholium zu prop.
XXXIT S. 80.
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damus, ideo quaeramus tantum huiusmodi seriei summam . Semper enim ad eam

1
22+d
reduci potest formula, ubi si d extet, non potest comprehendi 32+ 2cy+c?. Sit ergo nume-
rorum arithmeticae progressionis undecunque incipientium, forma, fy+ g. sit differentia,

1 1 1
e, erit terminus harmonicae progressionis, . et — debet aequari
fy+g  fy+g fy+fe
+ 9
NI e
5 fiet: £ 55 z 7 2// et h n fe. Potest autem A fieri qualem velimus, nec
2?2 +d f2y2+2fgy+g
+ f2%e. + feg
nos turbat. Porro fy n z. 2g + fe n 0. seu fe n —2g. et g2 —2¢% n d. sive

t2,/D
f

exprimi poterit terminis progressionis

gn,/— d. Ponamus —d n D. erit d n —D. Ergo g n T\/D. en
2y

22 _

1
et y n —z. Ergo
f

quaelibet fractio quadratica huius formae *

. 1 . .
harmonicae, huiusmodi: — sed alternatim affirmatis et negatis. Videamus iam si

1
data sit forma: —— . quae cum hac:

2
—x“+bx+c
/

5 . comparari possit: Sit z 0 x+1. fiet
22 _

1, 1 5 2 9 I b ) 21
2 —Dn=z*+=x+1 ergo —n = et Dnil?—c. eterit fn . Data ergo forma:
f f f fo2 b
-D
EVAVIRIE 1

. erit harmonica eius ———. Eodem modo et formularum fracta-

b b
2—lx2+bx+c +2—l:1:+\/lzfc
b

T3

3 sit (1) unitas n e (2) differentia L 9 erit...gn T,/D. erg. L 10 quaelibet (1) formul (2)

fractio quadratica (a) reduci potest ad differentiam (b) huius L 10 poterit (1) differentia duarum
(a) harmo (b) harmonicarum (2) terminis L 15 modo (1) formulae (2) fractionum cubicarum et
quadraticarum (3) et L
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rum ad cubum aut [quadratoquadratum| assurgentium haberi poterunt summae, vel eo
magis, nimirum tres harmonicas addendo subtrahendoque a se invicem. Quin imo po-
terunt additiones misceri subtractionibus, item series addendae aut subtrahendae antea
multiplicari. Videntur tamen haec irrelevantia, seu varietatem arbitrariarum non auctura.
Sed verbo: Maxima varietas in eod fingi potest, ut faciamus:

qy-l—bT ry+c(T sy+d

fu+g ly+m> "ny+p
tae similem, cuius summa quaeritur, dum scilicet omnes hae ad communem denominato-
y* +ay® + By +y
0y 4+ ey? + 0y + A
iniri summa: dum ostendetur summae trium praecedentium harmonicarum, vel ab har-

etc. quot scilicet opus ad formulam conficiendam proposi-

rem reducuntur. Unde si formula sit , poterit huiusmodi progressionis

monicis cognita quantitate differentium aequari.
Quanquam et singularum partium iniri possunt summae, ut separatim portio:

€ 5 0 A
Tk Al
dyd +ey? 4+ 0y + A

quae rursus resolvi potest in has duas: 5 S L ety Quam

rursus dissolvamus in partes tres, secundum 2.y. [ﬂ et tribus residuis partibus prioris

tay?+ By+ v +ay?
ff.fﬁ.,[é] 4 £
B B 5 b

addamus, fient: . Ex his rursus excerpendo:

Oy® +ey? + 0y + N\
Singulorum separatim methodo eadem iniri possunt summae, sed satius arbitror sine di-

oy ete.

vulsione priori methodo insisti. Interea hinc excipiendi casus et —. etc. qui hoc modo
Y

—.
Y
tractari non possunt, quia tunc [? — ¢ n 0. Huic rei duplex remedium circumspicio; pri-

mum, quod eodem modo cum quadratis, cubis aliisque formis agi potest, quo ab initio pa-
ginae praecedentis, cum ipsis harmonicis egimus. Et hoc est remedium generale omnium

1 quadratoquadratoquadratum L dndert Hrsg. 3 subtractionibus (1) (videtur tamen haec inev

3

y A 1
_— (1 fiet: st ht Hrsg. n -
Sy3 +ey? + 0y + A (1) [fiet: streicht Hrsg.| n 3

Hrsg. 13 y2.y. | A dndert Hrsg.| (1) numeratoris, et (2) et L 15 A L dndert Hrsg.

(2), item L 12 , (2) quae L 12 X L dndert

19f. ab ... praecedentis: s.0. S.723 Z.5
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formularum; alterum est, ut sumamus formulas illas quarum tam finitarum quam infini-
1

= et — = et
y o y+1 y y+1-y+2

tarum per regulas aliunde notas datur summa, nempe

1
y y+b " y+20" y+3b

binatorii; imo una cum integris y. vel y2. y3. etc. in unum, aut ad harmonicas addantur;

aliaeque tales nempe quarum nominatores sunt numeri com-

ita enim ex additione tot serierum, quarum singularum habetur summa, poterit credo
cuilibet formulae rationi fractae vel ex integris fractisque utcunque mixtae, similis exhi-
beri. Imo quoniam numeri triangulares aliique figurati sive combinatorii sunt differentiae
harmonicorum; poterunt et investigari differentiae quadratorum vel cuborum etc. ab har-
monicis, unde novae formae facile summabiles. Ope ergo harmonicorum, quos arithmetice
summa(mus) et aliorum quales triangulares et pyramidales etc. quos summamus analy-
tice, additis si opus integris, non dubito formulas alias omnes excitari posse. Unde illud
commodum habebimus, ut calculatis semel per tabulam harmonicorum summis, omnes
aliae summae perfacile inveniantur per traditam tabulam analyticam, quae generaliter
usum tabulae harmonicae in caeteris ostendat. Tabula harmonica, si condenda sit, hoc
fieri posset per logarithmos; dum scilicet omnes multiplicationes tot numerorum, quibus
opus in harmonicis, ope logarithmorum contraherentur facilius ope ingentis instrumenti
in quo descripta hyperbola. Omnium optime si regulam analyticam adhuc inveniam pro
summis harmonicorum. Caeterum et aliae (— —) demonstrationes huc resumendae, qui-
bus videbar probare, ex datis harmonicis inveniri posse summam quadratorum finitorum

(——)
[Zusatz zu S. 725 Z. 5. ]

C dum hic aliquid scilicet t fract t——h
orrigendum hic aliquid scilicet quia y est fractio, ut o0, hinc 7 7
1000 1000 1000

ete. faciamus: 1000 =0 1000 =1 1000 —2 et con-

foret

T
1000 + =z

N —
W =

1
etc. Rectius ergo sic: Sumamus 1

1
3 tales (1) infinitum; una cum inte (2) nempe (a) combi (b) quarum L 23 3 ete. (1) | multi-

1000 1000
plicemus streicht Hrsg.| super et infra per 1000, fiet Toooro (2) faciamus L

22-730,15 Corrigendum ... quaeritur: vgl. N.55 S.731 Z.18 — S.732 Z.6.
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. 1000 . 1 1 1
tinuando usque ad —————— sive fient T 5 etc. usque ad —000

1000 — 1000 i O _ 1— _
1000 1000 1000

Loy 1000 1000 1000 g 100 . .
iaest ——— —— —— etC. usque ad —. ualnl progressionemm racere possumus €x or-
1000 999 998 4 1 Pros P

1 1
1000 999 998 etc. per (1000) multiplicata. Et ita ex data hac et ordinariae
1

summam habebimus. Et ob 1 — 1000 potentiae dividendo non alternis addentur et sub-

trahentur, sed semper addentur. Si ergo addendi sint termini 144 verbi gratia, tunc loco

dinaria:

1000 adhibendi 144. Possemus tamen semper (per) 1000, et similes procedere, hoc modo.

- . .. 111 1 . -
Volumus summam inire huius seriei 133 etc. i Fingamus nos inire velle usque

1000 1000 1000 .
—— etc. seu T 5 progrediamur usque ad

- 1——— 1—-——
1000 1000 1000

1000 . . . . 1000
— %56 et ineamus summam, deinde procedamus etiam alio calculo ab — us
1

= 1— —
1000 1000

1000
que ad —1000 et unam summam ab altera subtrahendo habebimus summam horum,

ad

1 o
et incipiendo a
1000

1000
1000 1000 1000
41 143 ©C 1
futurum reducendi calculum alioqui difficillimum, ob numeros multiplicandos, ad deci-

1000
malem. Et hoc usui haberemus, quod una pars calculi, nempe incipiendo ab —1

quae quaerebatur. Pulcherrimum est specimen, et forte in aliis utile

1 —
1000

1000
usque ad —1000 serviet pro exemplis omnibus; et altera tantum variaretur, pro om-

1000
nibus inquam exemplis, quando non amplius quam 1000 terminorum summa quaeritur.

1
1f. — 660 (1) sive dividendo (2) id L 12 reducendi (1) |rem streicht Hrsg.| al (2) calcu-

1000
lum L
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55. PROGRESSIONIS HARMONICAE PROPRIETAS
[Am oder kurz nach dem 8.] Februar 1676

Uberlieferung: LuT Gesprichsaufzeichnung (Leibniz u. Tschirnhaus): LH 35 XII 1 Bl 253.
Ca. 3/4 Bl 2°. 1 S. auf Bl 2531r°. Uberschrift und Datum ergénzt. Datum links neben
Z.21 wiederholt. Am unteren Rand und auf der Riickseite Aufzeichnungen anderen Inhalts 5
(Druck in einem spéteren Band der Reihe). Urspriinglich bildete LH 35 II 1 Bl 253 mit
LH 35 XIIIT 1 Bl. 391 (Tangentium calculus, Cc 2, Nr.00, Druck in einem spéteren Band
der Reihe) ein vollstandiges Bl. 2°; der Text S.733 Z.18 wurde beim Zerschneiden des
Blattes teilweise abgetrennt.
Cc 2, Nr. 1334 tlw. 10

Datierungsgriinde: Die Gesprachsaufzeichnung bezieht sich mehrfach auf das auf den 8. Februar
1676 datierte Stiick N.54.

[Leibniz]

Progressionis harmonicae proprietas et arithmeticae
summa naturali via demonstrata accomodabilis et ad 15

alias summas.

Febr. 1676
100 o
1—y Y1 700
160 160 160 160
—o T 1 F 2 T3
100 100 100 100
_160 _160 160 160 . 180 2
100 — 0 100 — 1 100 — 2 100—3 ““ 100-99
100 100 100 100 ote. 190
100 99 08 97 T
Lo Lo L L Ly
L 100 1002 1003 100 ¢
100

18-732,6 Vgl. N.54 S.729 Z.22 — S.730 Z.15.
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! n1 4+ — 4+ =+ 4 8
1 2 4 8 .
2 100 1002 100
100
1 3 9 27
1 N [ ®
L3 100 1002 100°
100
etc ® ® etc ® ®
T FE T N
99 99 99 1005 © 1007 " 100
1 1
1+ — 24— 2
* 99 * 99
1
2 _
* 99
v zZC » zZC + 1
P 1005 - P To05 T
v . z 4 e v z Ereo v100° zc
¢ 1005 ¢ P 1005 "8 1005 P 1008
v z n leOS[ ] zc 1
¢ P 1005 T 008 P etoos

[Tschirnhaus mit Erginzungen von Leibniz]

11 1 1 1

b ¢ d+e

9 [ L andert Hrsg.

7-9 Vgl. N.54 S.725 Z.11 — S.726 Z.5. — Die Bedeutung des Symbols [ erkldrt Leibniz S.724

7.16, entsprechend steht [ fiir ,ein wenig kleiner*.
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1 1
1 1
— - 1 1
a i b
+ 2 + 1 2 1
la la+ (1)e (e
1 3 3 1
— _ —_— — 1 3 3 1
e ayd T oTar@d T
1 n 4 n 6 " 4 n 1 .
la 3a+ (1)e 3a+ (3)e la+ (3)e (De
Pulcherrima progressio numerorum progressionis harmonicae.
1 2 3 4
T z+y T+ 2y
x T4y T+ 2y sed sic naturalius
L[C] a _|_ b 10
1
2a |a+c|2¢ 3a + 3¢ 3
_ 2 2b -
2 o 2 2
3a |2 2¢|3
a | a+c:|;a+ ¢l 3¢ S0+ 3
4a | 3 2 2 3c| 4 10 10 ) 5 5
a|a+c|a1—c\a+ c | 4e Ao+ 4b al— c a—2|—c ;

Modus progressionis arithmeticae exprimendae utilis ad inveniendas summas, et ideo

naturalis, sic utraque litera adhibita eodem modo componitur. 15

2
Isoliert: ae
a

0
Am Rande, quer: —
c 1

[Leibniz, am unteren Rand und auf LH 35 XIII 1 Bl. 39119

1 1
y: L2y +y?
1f. Obere zwei Zeilen des linken Schemas erg. L 6 Pulcherrima ... harmonicae. erg. L

9 sed ... naturalius erg. L 10 b T dndert Hrsg. 14f. Modus ... componitur erg. L

€ . vgl N.54 S.716 Z.61.
a—+c
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56. EXPRESSIO QUANTITATIS PER SERIEM
[Ende April 1676]

I"Jberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 B1.9-10. 1 Bog. 2°. 1/4 S. auf Bl 10r° oben. Auf
dem Rest des Bogens N.575.
Cc 2, Nr. 1399

Datierungsgriinde: N. 56 ist vor dem auf Ende April datierten N.575 geschrieben und diirfte un-
mittelbar vorher entstanden sein. Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir die Monate April bis Juli 1676
belegt.

Omnis quantitas exprimi potest hoc modo: by* + cy“ + dy* etc. si opus est in in-
finitum. Ergo et curvae cuiuslibet ordinata eodem modo potest exprimi. Ergo summa
b z+1 Cyw+1 dyv+1

omnium ordinatarum secundum omnes y. erit: + + etc. Si vero ordi-
z+1 w+1 ov+1

byz-i-cp-i-l Cyw-‘rga—i-l dyv+go+1

+ .
z+eo+1 wt+eo+l v+eo+1
z4+2w

nata fuisset: by*T% 4 cy“ T + dyvT¥ fuisset summa

Ponamus iam potentias ipsarum y esse progressionis arithmeticae, ut by* cy*™ dy

byz+1 cyz+”+1 dyz+2w+1
etc. erit summa: + + . Si fuisset by+¢ 4 cyTete 4 dy=+2e+e
z4+1 z4+w+1 z42w+1
bszer cy2+w+§0+l dyz+2w+¢+1

foret summa: sed difficile erit eruere ra-

z+e+1 + ztwt+e+1 + 2+ 2w+ ep+1
tionem harum summarum, tametsi hoc unum forte generale dici possit, quod reductis
omnibus ad communem denominatorem, si z et w sint numeri integri, necesse est, nomina-
tores, quippe factos numerorum progressionis arithmeticae habere quandam mensuram
communem. Nisi forte in continua tantum, 7.9.11. non possunt dividi per 1.3.5. ergo

necesse est esse continuos vel continuorum multiplos.

10 et (1) aequationis (2) curvae L 18 progressionis (1) geometricae (2) arithmeticae L
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57. DE PROGRESSIONIS HARMONICAE SUMMA

Die beiden Teilstiicke stehen in engem inneren und dufleren Zusammenhang mit den Exzerpten
aus Pietro Mengolis Clircolo, 1672, die Leibniz vermutlich vor dem auf Ende April 1676 datierten Stiick
N. 575 angefertigt hat. Der erste Teil der Exzerpte (Cc 2, Nr.1383 A) ist bisher nicht aufgefunden;
erhalten sind der zweite Teil (Cc 2, Nr.1383 B) und eine Beilage (Cc 2, Nr.1384, Druck in einem 5
spateren Band der Reihe). Die Notiz N.57; verweist darauf, daB N.575 bei den Exzerpten abgelegt
war; sie ist auf Papier aus Hannoverscher Zeit geschrieben und méglicherweise anlafllich einer erneuten
Auseinandersetzung mit dem Thema in De cyclometria per interpolatione, LH 35 IT 1 Bl. 68-73, datiert
26. Mérz 1679 (Druck in einem spéteren Band der Reihe), entstanden.

57,. PROGRESSIONIS HARMONICAE SUMMA 10
[Ende 1676 — Ende Mérz 1679)

["Jberlieferung: L Notiz: LH 35 VIII 30 BI. 73. 1 Streifen ca 5,4 x 10,9 cm. Unten Rilkante.
15 Zeilen auf B. 731r°. Bl. 73 v° leer.
Cc 2, Nr. 1403

Datierungsgriinde: s.o. Z.6-9. 15

Progressionis harmonicae summa

Hanc, vide inventam a me primum et ascriptam sub finem schediasmatis in fol. cui
titulus: Arithmetica infinitorum et interpolationum figuris applicata et summa harmoni-
corum sub finem adiecta. Aprilis. 1676.

Hoc schediasma collocavi apud FEzcerpta ex Mengoli Circulo. 20

17 sub finem schediasmatis: s.u. N.575 S.746 Z.10 — S.748 Z.12. 20 Excerpta ex Mengoli
Circulo: s.o. 7Z.2-5.
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N.572

57. ARITHMETICA INFINITORUM ET INTERPOLATIONUM

Ende April 1676

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 BL. 9-10. Ca 3 S. Obere Halfte von Bl 91° u. unteres
Viertel von Bl. 10 v® leer. Auf dem Rest des Bogens N. 56.
5 Cc 2, Nr. 1398, 1400, 1401

(Fine April. 1676)

Arithmetica infinitorum et
applicata et summa harmonicorum sub finem

t
10 a r
a® ar
a? a’r ar
at a’r a’r?
a®  a'r a’r? a?
15 tab. I
15  Zu tab. I:

NB.

CLT3 T

interpolationum figuris

adiecta

1 1 1 1 1
5 20 30 20 5
1 1 1 1 1 1
6 30 60 60 30 6
tab. II

a
Nota pro ar. posset sumi — item pro r n 1 — a. sumi potest a — 1. item pro /. sumi
r

potest 3/. 4/. etc. denique praecedentium omnium reciprocae.

8 sub finem:S.746 Z.10 — S. 748 Z. 12.
S.4-6 und die Quarta Tauola Triangolare S.7; tab. II: a.a. O. §9 S.4.

15 tab. I: vgl. P. MENGOLI, Circolo, 1672, § 10-15
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%28

tab. III

tab. IV 10

Sit trilineum ARDC A duabus rectis AR. RD. et
curva ACD. inclusum. Recta AR tota sit £. Ab-
scissa AB sit a. Residua BR sit r. Ordinata BC'
sit y.

Si ponamus iam esse y N t. ut si pro figura 15
ARDCA erit quadratum ARDE. Si y sit n a
vel r, seu si ordinata BF sit n AB. pro figura

ARDCA, erit triangulum semiquadratum ARD.
2
Sin y n a?. vel posita t n 1. si y n a2 n BG.

[Fig. 1] pro figura ARDC'A, erit ARDGA trilineum pa- 20
rabolicum, et ita de caeteris altioribus, ut si y sit
a3, vel a*. Si vero sit y n ar. seu si ordinatae BH sint ut rectangula ABR. erit figura
ARH A proportionalis elementis hemisphaerii atque ita omnes termini tabulae I. ordine

per figuras poterunt exhiberi, quarum ordinatas exprimant.

16 ARDE. (1) et ACD linea, (2) Si L 23 proportionalis (1) plan (2) elementis (a) sphaerae
(b) hemisphaerii L

7 tab.III: a. a. O. §8 S.3f.; tab. IV: a. a. O. §7 S. 3. 12 Recta AR ...sit: a.a. O. §10f. S. 4 1.
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Porro quoniam harum figurarum omnium quarum ordinatae tab. I. exhibentur, datae
sunt quadraturae (sunt enim omnes ex genere paraboloeidum, quippe rationales integrae)

ideo areas figurarum completarum seu summas omnium ordinatarum ab A. ad R. ex-

1
pressimus tab. II. Nempe omnes a. seu area ARD. est 3 quadrati ARDE. Omnes a?,

1
seu area ARDGA, est 3 eiusdem; et ita de caeteris.

Si iam fractiones hae invertendo in integros transmutentur fiet tabula III. quam
patet factam ex tab. IV. numerorum combinatoriorum, serie parallela quavis in seriei
numerum multiplicata, nam 1,7 1n 1. 1,72 1,72n2.2. 1.2.1. 7 3 n 3.6.3. etc.

Quoniam vero hoc modo reperiuntur tantum areae figurarum eiusmodi comple-
tarum; videndum est an non eodem modo et portiones quaelibet mensurari possint.

2

Exempli causa: BH n y n ar. Est r n t —a. Ergo y n at — a® seu posita ¢t n 1

2 3 3 2 _ 2 3 1
erit y N a — a?. Ergo summy n % — % m % n a2,§ — %. Eodem modo
3 4 4 3 _ 3 4
si sit y n a?r: fiet y n a® — @ et sUMy n % — az n %. Unde brevius:
1 1 1 1 —— 1 1 1 1
Jar n §a2r + Ea?’ n §a2r + 6(12. Et similiter: [ a?r n §a3r + Ea4 n Za?’r + Ea?’.
— 1 1
Eodem modo [a?r n ga"‘r + %a4. Quaeramus et ar?. fiet n a3 1 — 2a + a? n
— 4 2d° 1 2a 1la® 1,30, —2,24a + 20a>
32 4d’. et [aBPn T L Y], o e 1,
a—2a*+a efar|‘|4 5—|-6|‘|[a],4—|-5-|-6|‘| 15.6 [a*]
Unde patet regula generalis, nempe[:] Ad habendam summam figurae, cuius ordinata sit

3 2

verbi gratia, a®r2. termini combinatorii valoris ipsius 72. suis affecti potestatibus, ut
1. — 2a. 1a?. ducantur ordine in harmonicos, seu fractiones unitatem pro numeratore,
arithmeticos continuos pro [denominatoribus| habentes; ita ut maximus denominator, sit

[6.] (hoc loco), [unitate differat ab] exponentium potestatum a, et 7. summa. Notandum

21-739,4 Zusatz s. S. 746 Z. 3-8

3 areas (1) integrarum (2) figurarum L 8f. etc. (1) Quoniam ergo ad hunc velut fontem
pervenimus, iam ad tab. I. redeamus (a), in qua (b). Eam vero deficientem esse patet et posse suppleri.
Exempli causa si detur figura, cuius ordinatae sint /a. \/a3. etc. (2) Quoniam L 16 a® L dndert
Hrsg. zwetmal 19 ordine erg. L 20 numeratoribus L dndert Hrsg. 20f. denominator, (1)
unitate differat a (2) sit | 5. dndert Hrsg.| (hoc loco), |unitate ... ab erg. Hrsg.| exponentium L
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autem est, si ponatur ultima a n ¢ n 1. seu si de figurae completae summa agatur, tunc
reductis omnibus fractionibus ad communem denominatorem semper fieri posse ut fractio
non habeat nisi unitatem pro [numeratore], vel ideo quia in tabula II. id semper evenit:
adeoque quoniam id semper evenire necesse est quomodocunque coniungantur, hinc po-
terimus ducere problema sane memorabile: scilicet si sint numeri combinatorii quicunque

alternatim affirmati et negati ut 1 | —3 | +3 | — 1. et ducantur in totidem fractiones
1 11 1 3 3 1

harmonicas simplices continuas, ut —. —. —=. = ut fiat — — - + — — =, reducta fractio ad
P T 56T 17576 7

communem denominatorem semper deprimi potest ut numeratorem habeat unitatem]|:]
5,6,7—3,4,6,7+3,4,5,7—4,5,6. Et pro integris 210 — 504 4420 — 120 n 6. Hoc poterit
condi theorema memorabile, si in seriem plenam numerorum combinatoriorum, (ut 1.
11. 121. 1331. etc.) ducantur totidem numeri harmonici; alterutris alternatim affirmatis
et negatis, factus erit productum totidem, uno minus, numerorum ordine deinceps ab
unitate sumtorum, ut 1 | —2 |+ 1in 30 |24 [20. dat 2 n 1,2. 1| -3 |+ 3| —1in
210 | [168] | [140] | 120. dat 6 n 1,2, 3.

Unde mirabilis etiam ducetur aequatio. Nempe: Si in seriem plenam numerorum
combinatoriorum alternatim affirmatam et negatam, ducantur totidem harmonici qui-

cunque, semper proveniet idem.

9-14 Nebenrechnungen:

210 42 2% n 14 30 24 20
12 15} 30 20
84 420
42 210
504 630
— 624
6

9-740,13 Zusatz s. S.7/6 Z.10 — S.7/8 Z. 12

3 denominatore L dandert Hrsg. 6 alternatim ... negati erg. L 8 semper (1) reduci (2)
deprimi L 10 memorabile, (1) si numeri progressionis harmonicae, ducantur in seriem (2) si in
seriem | plenam erg. | numerorum L 14 504 L dndert Hrsg. 14 420 L dndert Hrsg.

Leibniz-Akademie-Ausgabe, Band VII, 3

10

15



10

15

740 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N. 575

Et porro si series plena numerorum combinatoriorum, alternatim affirmatorum et
negatorum in totidem differentias numerorum harmonicorum continuorum ordine sibi
detractorum ducatur, factum aequabitur nihilo: ut si sumatur: 1 | — 2 |1. ducaturque in

-2,3 -1,3 -1,2 +24 +21 +18
+5,6 +4,6 +4,5 n242118. Nam _ 1 =2 1 3n0.
24 21 18 24 —42 18
Hinc aequatio duas habens radices aequales per hos numeros, ut 24. 21. 18 multipli-

cata manet aequatio. Unde conicio hos productos differentiarum respondentium har-
monicorum semper dare numeros progressionis arithmeticae. Et vicissim credibile est
differentias eiusmodi quatuor harmonicorum, semper dare numeros triangulares. Ratio
quia arithmetici in 1 — 2 4 1 ducti faciunt 0. et triangulares in 1 — 3 + 3 — 1 ducti faciunt
0. Quod inventum denique conducere videbitur ad harmonicorum ineundas summas, quo
posito spes est etiam ad quadratorum summas aliqua arte posse veniri.
Sed nunc ad figurarum incompletarum seu portionum summas redeamus: Scilicet
1,30 — 2,24a + 1,20a>
: 45,6

(5),6 — 2,4, (5) @),6-(4),5
lL,=——=—=,,—2a »
4,(5),6 @),5,6

Sed videtur reductio ad r esse inutilis, et sufficere, ut exprimamus per a. Tabulam

[ a3r? [a?] sive

27”[a4].

.
4,5),6

ergo summarum ordinatarum tabulae I. seu arearum pro figuris incompletis pariter et
completis condemus hanc:

2 differentias (1) nu (2) serier (8) numerorum (a) combinatoriorum (b) harmonicorum L
8f. productos (1) harmonicorum in (2) differentiarum (a) divers (b) respondentium harmonicorum |in

+1 — 2+ 1 ductos gestr. | semper L

14 ad (1) nostrum (2) nostras su (8) figurarum L

10 eiusmodi (1) in1 —3 + 3 — 1 dare numeros (2) quatuor L
15f. a3 L dndert Hrsg. zweimal
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a
1
a2
2
a 5 1 a
3 o3
4
ot s L_a
4 3 4
5 2
a’ sl _a 3 120 a
5 15 34 T
6 2
| p1_a (12 @
6 5 6 4 5 6
tab. V.
1
a
2 a,l—a
a’ a2,1—a
at a®1—a a1 —2a+d°
a® a4,1—a a3,1—2a+a2
tab. VI.

Nempe ex tabulae I. parte sinistra per lineam perpendicularem resecta, (omissa dextra,
quae tantum repetitio foret sinistrae, quia quod de r, idem dici potest de a, et contra)
facio tabulam VI. pro ¢ ponendo 1, et pro r. ponendo eius valorem, (¢t — a, vel) 1 — a.

et tabula V. areas figurarum tabulae VI, completarum pariter et incompletarum ordine

exhibebit.

Porro hactenus earum tantum figurarum tab. I. et V1. areas tab. II. et V. exhibuimus

quae sunt rationales. Quoniam vero et irrationales plurimae ipsis affines sunt notae, eas

quoque in unam cum his tabulam redigamus.

21 quae (1) sumtae (2) sunt L
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2
V1 3
Va \r * *
2 2
2 2
z x =
Va var VT 1 1
Va® Vair Var? Ve * * * %
4 3 2 2 3 4 2 2 2
Va Va'r va‘r var vt 1 c * T
Va® Vatr Vadr? Va?r3 Var? P L % % * x %
2 2 2 2
6 5 4.2 3.3 2 4 5 6_1 =2 = = z
Vva Va'r Vatr Va'r va‘r var T P * 21 * 3
tab. VII. tab. VIII.

Tabula ergo I. interpolata habebimus tab. VIIL.: Cuius tabulae VII. termini extrahibiles
reddunt tabulam I. Eodem modo tantum tabulae VI. terminis praefigi posset /. Huic
tabulae VII. e regione ponamus tabulam VIII. quae areas figurarum completarum tabu-
lae VII. contineat quae ex tab. II. iam habentur reliquis vacuis relictis: Cuius tabulae
loca repleta coincidunt cum locis sive terminis tabulae II. Loca vero vacua ut supplean-
tur facilius operae pretium erit, quemadmodum tabula II. habet fontem, tabulam IV,
ita tabulam VIII. reduci ad fontem, nempe tabulam IX, quae respondeat tabulae IV. ut
tabula VIII. ipsi tabulae II. Quod ut fiat facilius, consideranda est ipsorum terminorum
tabulae IV. origo. Constat autem aliunde numeros combinatorios fieri, hoc modo, nempe:

. . . . . . . 111 .
Si consideres in ea series obliquas, erit prima — — — etc. secunda ver tertia

111 °1T111
1,2 2,3 3,4 4,5 1,2,3 2,34 3,4,5 4,5.6
1,21,2 1,2 1,2

1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3
ita stabit][:]

etc. [quartal etc. Unde omnibus duplicatis

1,1 1,1

13 loca (1) notata (2) repleta L 17f. nempe: (1) 1. 1. ex — 0 [1.2.1. (2) Si 18

el B
=1

... tertia erg. L 19 tertia L dndert Hrsg.

8 tab. VII: a. a. O. §16 u. die Quinta Tauola Triangolare S.6-8; tab. VIII: a.a. O. §18 S.8.
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2
2
* *
2 2
— * —
2 2
k * >k *
2,4 4 2
* - * -
2.4 2 2
* * * * * ES
2,4,6 4,6 6 2
k * — * _
2,4,6 2,4 2 2
tab. IX.
2
2
1 ‘ 1
2 |
J— * p—
2
3 3
1 — — 1
2 2
o . G
* — * z
2.4 P 2\2.4
, 3,5 5 5 3,5 1
2.4 2 2 2.4
2,4,6 ‘ 4,6(6) ’ ‘ 4,6(6) ‘ 2
% — * — * —
2.4.6 2.4\2 2.4\2 2
1 3,5,7 z 5,7 5,7 z 3,5,7 1
2,4,6 2 2,4 2,4 2 2,4,6
tab. X.

Cuius tabulae IX. loca plena coincidunt cum locis tabulae IV. eoque modo expressa sunt,
ut appareat interpolandi via et coepta interpolatione fiet tabula X. Ubi nota in tab. X.
eandem fractionem aliquando bis expressam, pro duplici origine tum in loco in quo est,

tum in reciproco.

8 tab. IX: a.a. 0. §21 S.9. 17 tab. X: a.a. O. §23 S.9f1.
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Denique ut loca vacua in tabulae X. serie transverse descendens in ordine secunda

3 3,5 3,5,7
1 — * ¥ ——
2 2,4 2,4,6

etc. elusque reciproca, item in serie transverse descendente in

5 5,7
— %
2 2,4

)

ordine quarta 1 % etc. eiusque reciproca, similiterque in caeteris parallelis,

. . . 3 3,5 3,5,7
compleantur ideo in serie transverse descendente secunda 1 3 * 54 * 516

. . .. ' 3
considerandum terminos qui iam adsunt esse, 1™ ad 3¥um ut 2 ad 3. seu ut 1 ad 3"

3 3,5 . .
tertium ad quintum, ut 4 ad 5, seu ut 3 ad WL quintum ad septimum ut 6 ad 7. Ut ergo
)

omnes compleantur, numerorum sibi vicinorum rationes, quemadmodum fuit primus ad
tertium ut 2 ad 3. ita facere necesse erit, ante-primum quendam imaginarium seu
nullesimum (: nam nullesimus est ordinalis :), quem vocabimus ¢, ad secundum ut 1 ad
2 et secundum ad quartum, ut 3 ad 4. Tota ergo series interpolata ita stabit:
01 2 3 4 5 6 |
c. 1. 20. § 2’40. 3’5. 2,4,6
1 2 1,3 24 1,3,5
Tam quartus terminus huius seriei interpolatae, debet etiam esse primus sequentis

c. etc.

interpolandae seu secundae transverse descendentis, quia ei ob reciprocam situationem
aequipollet, ut ex tabulae X. inspectione patet. Ergo series quarta transverse descendens

743,21-744,1  Zusatz zur Lesart s. S. 748 Z. 14-21

3 3,
743,21-744,1 reciproco. (1) Denique ut loca vacua in tabulae X. sericbus 1 = 3 * ot etc.

)

)

5
et 1 * 3 * etc. et parallelis earumque reciprocis, impleantur, ante 1. positam imaginando (a) b.

3 2 3,5 2,4 3 2 ,0 s
ante — ponemus —b. ante — ponemus ——Db. (b) c. ante — ponemus — c. ante — ponemus —— c.
2 1 2 1,3 2 1 2,4 1

) ) ) )

5 4 7 6
Similiter in altera serie pro 3 interpolabitur T pro 1 fiet 3 (2) Denique L 1 serie (1) transversa

(2) transverse L 2 serie (1) transversa (2) transverse L 4 serie (1) transversa (2) transverse L
7f. ad (1) secundum (2) tertium L 8f. seu ... ordinalis :) erg. L 14 seu ... descendentis erg. L
15 series (1) secunda (2) quarta L
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2,4 5 5,7
c = %

1L,3° 2 2,4
compleri poterit, ut enim ex primo habeatur tertius, quintus, septimus, etc. faciendo
Jmum aq 3tium yt 2 ad 5, tertium ad 5™ ut 4 ad 7. 5tum ad 7mum ut 6 ad 9. Ita ex

secundo habebuntur nullesimusy,] quartus, sextus, octavus etc. faciendo nullesimum ad

interpolanda ita incipiet coepta interpolatione: 1 x . Facile ergo

2dum yt 1 ad 4. secundum ad quartum, ut 3 ad 6. quartum ad sextum ut 5 ad 8. etc.
Et series haec transverse descendens quarta, ita stabit completa:

o 1 2 3 4 5 6 |

2 2,4 5 246 57 . 2 4 5
—c. 1. c. —. c. etc. sive pro —c ponendo d. fiet d. 1. —d. —
3 2 3,1,3 2,4 3 1

3,1
4,6 5,7 4,6,8

C2f fe.
1,3% 24 1,357 ¢

. 7 -
Sexta series transverse descendens 1 3 etc. eodem modo facile interpola-
bitur ex praecedentis, quia quartus praecedentis, et sextus antepraecedentis terminus

. . . . . . 4,6 . .
coincidunt eius termino secundo. Ergo eius terminus secundus erit 1’— Porro in ea pri-

)

mus habetur ad tertium, ut 2 ad 7. tertius ad 5*"™ ut 4 ad 9. 5" ad 7™ ut 6 ad
11. Eodem ergo modo erit nullesimus ad secundum, ut 1 ad 6. secundus ad quartum

ut 3 ad 8. et ponendo nullesimum esse e n 3 erit series sexta transverse descendens

interpolat p 8 768 7
mterpolata: e —€ — e .
1 2 1,3
1 coepta interpolatione erg. L 4 nullesimus erg. L 6 series (1) secunda (2) haec L

13 ad (1) secundum (2) tertium L 14 erit (1) secundus ad (2) nullesimus L

11 quartus praecedentis: Leibniz bezieht sich auf die 2., 4. und 6. Transversalfolge mit den zu
interpolierenden Termen. Aus Symmetriegriinden ist der 2. Term der 6. Folge gleich dem 6. Term der
2,4,6 4,6 2,4,6 4,6
c= =

2. Folge: —— ——d. Leibniz setzt ihn irrtiimlich gleich dem 4. Term der 4. Folge c= —
1,3,5 1,5 3,1,3 1,3

4
und verfehlt so den Wert e = gd; die Formel fiir die 6. Folge ist aber korrekt.
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[Zusdtze]

[Zu S.738 Z.21 — 8. 739 Z. 4]

Videor tandem agnoscere rationem qua possit in toto pariter ac in singulis partibus
haberi tor simpl it 3 2a+02 ianldat
aberi numerator simplex, erit ex.g. a®, = — — + —, si a a
PIe S R 34,5

remedium. Si ponamus esse 7 non N 1 —a sed N v — a ponendo v esse ultimam a; ipsa a

. Sed aliud

5

. . . , — v
semper variante; tunc enim ex. gr. r* erit n v* —4v3a 4+ 6v%a® — 4va® +a? et f rtn T

45 65 45 15 5 25 5 25
%Jr%—%Jr%.et a’r? na?,v? —2va+a® et [a’r?n %f{%JrUB] n 3,25.

et hoc iam pulcherrimum est maximique usus, si quid unquam, in geometria.

[Zu S.739 Z.9 — 5. 740 Z. 13:]

111 111

- - - - — —etc

1 2 3 4 5 6

—_—— ——

6 3 30 24 20 +30 +24 +20 30 24 20 12 8 6
—— -6 -3 —2 12 8 6 6 3 2
12 8 6 24 21 18 18 16 14 6 5 4

Ergo differentiae eiusmodi semper arithmetici. Quid si inverso modo subtraha(mus)

30 24 20
2 3 6
28 21 14 sunt etiam arithmetici.

11 1 1 1 1

12 3 4 5 6

24 12 8 6 1| — 3| 43| — 1,7 24|12|8|6 1 24| — 36| + 24| — 6.1 6

60 40 30 24 1| —3|+3|—1,7 6040|30|24 n 60| — 120| + 90| —24 1 6
120 90 72 60

2 v vo v 2vo
4 ——. (1) et semper erit (2) Sed L 7n——|—+ — dndert Hrsg.| n .
515 (Y P @) R AR
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60 40 30 24
24 12 8 6
36 28 22 18
(18 14 11 9)
4 3 2
Numeri 18. 14. 11. 9. a trigonalibus differunt octonario nam si auferas 8. fiet 10. 6. 3. 1.

Hinc differentiae quinque harmonicorum redibunt ad pyramidales et plurium ad altiores.

Hinc concluditur generaliter differentias has semper fore summabiles. Videamus iam an

1 11 1 1
hinc duci possit [aliquid] ad summam seriei harmonicae, sit 1 + > + 3 + 1 + 5 + 5

O]

cuius seriei invenienda est summa.
® . 2,3,4,5+1,3,4,54+1,2,4,5[+1,2,3,5] +1,2,3,4

6 1,2,3,4,5,6
n&¢a6+z¢a&+z&aﬁhaa4m+23Aj

1,2,3,4,5,6

et D

© . . . . . .
Tam e Y. haberi potest, differentiae enim respondentium ordine numeratorum dabunt

- . . ©
numeros a pyramidalibus constanter differentes, adeoque summabiles. Ponamus ergo 5

746,18
1 1 1 1 1 1
(1) - = = = = = 120 40 30 24 120 40 30 24
1 2 3 4 5 6
24 12 8 6 24 12 8 6 6 8 12 24
S
96 28 22 18 114 32 18 0
120 40 30 24 (48 14 11 9) 82 14
—_——
360 90 72 60 34 3 2

1
1— 34 3—1 1|—3]+3]—1] " 120]40/30|24| n 120| — 120| 4+ 90| — 24| n 66 (2) 1 L
48 —42+33-9 9 aliquis L dndert Hrsg. 13 +1,2,3,5 erg. Hrsg. 14 +2.3.4.6 erg. Hrsg.

16-748,1 %— YN (1)Q(2) -2 (3) QL
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1 1
Y N Q. Iam aliunde scimus esse ©® — > n 1 — 6 Ergo >n o+ 6" 1. Eadem D n %[—]Q-

1 — 60
Ergo %fQ n ®+671. Ergo ©[—]6Q22 n 60+1—6. et % non ng. Tandem ergo

viam reperimus per quam progressionis harmonicae numerorum reperiri potest summa.
Habetur enim ® eodem modo et ).

Cum opus sit ad eam rem inventione numeri figurati altissimi gradus, v.g. ad in-
ventionem summae pyramidalium opus est triangulo-triangularibus. Ergo ad summam
numerorum harmonicorum quinque opus est triangulo-triangulari numero id est assur-
gente ad quadrato-quadratum. Et pro 100 harmonicis opus foret formula assurgente ad
99 gradus. Huic malo succurremus primum per logarithmos, nam quia numeri figurati
fiunt ductu in se invicem continuorum hinc addemus tantum logarithmos numerorum
continuorum: Imo datur compendium, inveniendi summas logarithmorum numerorum

arithmetice crescentium, quo utemur.

[Zur Lesart zu S. 7/3 Z. 21 — 8. 744 Z. 1, nicht gestrichen:]

Sed nondum video quomodo hinc appropinquationes pro partibus quoque, aut infi-
nitae series, earumque reciprocae duci possint, cum non appareat, qualis in casu partium
sit b. neque enim b. ad eandem potest attolli potentiam, neque enim in casu ubi v n 1
fieret b° aeq. b et ita in caeteris, neque tamen poterit credo pro b fieri: bv?, vel bv® aliave.
Imo forte poterit. Ut scilicet tota series horizontalis multiplicetur per v® vel per v*. Sed
nec hoc procedere arbitror, sequeretur enim omnes b, fore inter se, ut ipsas v. Quod
non est. Forte aliquando hanc quoque difficultatem complanare licebit: Qua superata
pulcherrimus interpolationum usus foret ad series.

1 >n % (1) — (2) |+ L, andert Hrsg.| Q L 2 ® (1) — (2) |+ L, dndert Hrsg.| 6Q L
2 6 L dndert Hrsg.
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58. QUADRATURA ARITHMETICA CIRCULI ET HYPERBOLAE
3. Mai 1676

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 1I 1 BL.125. 1 Bl. 2°. 1 1/2 S. Datum und Uberschrift

erganzt.
Cc 2, Nr. 1412

3. Maii 1676.

Quadratura arithmetica circuli et hyperbolae

[Teil 1)
T n 1 3_2y2 ny? —y* + 4% — 4% + 9% — y'? etc. Ponamus y n 1 — z. fiet
zn+1 -1 +1 -1 etc. etc. 0 0 etc.
—2z +4z —6z  +8z z, +2 2 etc.
+122 =622 41522 —2822 22, -5 —13
+42% =202 45623 2, 4 36
—1z* 4152t —702° velz n -1 =55
—62°  +562°
+12°  —282°
+827
—128

10 etc. ete. (1) Et (2) Et summando erit (3) vel L
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[Fig. 1]

21 Fig. 1: Die von Leibniz gezeichnete und hier wiedergegebene Figur entspricht nicht der Glei-

chung von S. 749 Z.9, sondern x = 1

2y2

+y2

Die Unstimmigkeit wirkt sich nicht weiter aus.
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Porro assumto quodam numero infinito (numerus enim maximus omnino assumi non
potest); poterit tam omnium z, quam omnium z2, et z* etc. iniri summa, scilicet nume-
rorum arithmeticorum secundas differentias aequales habentium, et tertias, et quartas
etc. Talium enim numerorum ex dato ultimo, hoc loco infinito semper haberi poterit
summa, adeoque habebitur expressio ipsius x ope potestatum tum a z tum a numero
infinito; numerus autem infinitus non potest coincidere cum numero infinitesimarum ip-
sius z quia is variat, alia atque alia assumta z, nisi et infinitesimas proportione putes. Et
hinc iam haberi potest modus analyticus expressiones eiusmodi, infinito numero utentes
convertendi in alias in quibus nullus sit numerus infinitus. Nam quae numerum habent
infinitum hoc modo, earum ne partes quidem tractabiles sunt. Si vero possemus fin-
gere numerum infinitum constantem semper eundem esse cum infinitesimarum ipsius z
numero; ipsas autem infinitesimas alias esse pro alia z arithmeticeque crescere, tunc nu-
merus infinitus aequivalebit z, et pro eius quadrato scribi poterit 22, et ita porro. Hoc
si succedit pulchrum habebimus modum expressiones huiusmodi y? — y* + % — 98 etc.
convertendi in alias. Ex quo plurima theoremata nova ducentur.

[Teil 2]
y v, vy g
y n bl erit I n 1”2 T3 o posito [. logarithmo. Porro dl n b Unde
b2 b2
in aequatione figurae logarithmicae y n bf e nam il n [ ra Est autem a. quantitas
a
2 3 4 5

variabilis, b. constans. [ n 1:(/’_2 - 2,y3,b + 37‘1 = 4,?()3 etc.

Si generaliter indices serviunt ad quadraturas, ut a Wallisio ex inductione iudicari

coeptum est, spes magna est posse omnes quadraturas exprimi ope talium serierum.

3 differentias (1), aequales (2) nullas (3) arith (4) aequales L 10f. fingere (1) alium numerum
infinitum assumi (2) numerum L 19f. etc. (1) Unde sequeretur posita y n b. dari logarithmorum

5

3 3 7

e e e e e
summa, adeoque et spatii eius. Si daretur (a) x n — (b n———+ —= — ——= streicht Hrsg.| (2
q p (a) ) len - o5 +es5 o 9.1 (2)

Si L

20 Wallisio: Arithmetica infinitorum, 1656 (WO 1 S.355-478).
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r z? 2 x?
xz ny®. Ergozn — — — 4+ — — — etc. Est aequatio ad paraboloeidem. Contra
1 2y 3y?  4y8
L 1y vy : . : .
r= ny. Brgo - n = — = + -~ — —— etc. et generaliter ex huiusmodi aequationibus
z 1 2x  3x2 4ad

extrahi potest radix, et inveniri valor ipsius y. vel z. ut patet. Nemo autem facile crederet
talem aequationem esse ad paraboloeidem; forent ad hyperboloeidem, si v.g. pro =x.

1 1 . . 22 3 x4
ponatur —. aut pro y, —. Nec quisquam facile crederet: — — — 4+ — — — etc. n
x Y 1 2y 3y? 48
1
5 3 I . Genus aequationis identicae mirabilis, identica autem est, quia
Y_ ¥ 9 Y e

1 2z 322 448

nihil ex illa duci potest, semperque vera est, quaecunque sumantur x. et y. adeoque nihil
novae determinationis assumitur, tali aequatione assumta. Et videndum an hinc sequatur
idem esse verum, quomodocunque per saltus progrediamur. Videndum si dicamus e. g.

x n y?+cy+d. an talis aequatio etiam sic exprimi possit, quasi logarithmo: 2 n y*. Quod
4

2 2
idem est ac: yz/x—l—cz—d—grly. et fiet: y> +cy +d ny® vel z N \2/x2+%—d—g .

Videndum saltem si sumatur esse: x N y + d. an posito =z n y*. et y+d n y*. vel

znz—d possit z. quaeri instar logarithmi modo supra dicto. Quod dicere non ausim.

Experiundum calculo, an diversae hae inquirendi in ipsius z. valorem rationes con-
sentiant. Item, quia z. debet considerari quasi certus quidam numerus ideo idem provenire
debet sumtis quibuscunque x. et y. modo ponatur z n y + d.

. : Ly v vy
Redeam ad superiorem aequationem: — n = — = + = — —~— etc. Pro x. ponatur
z 1 2z 322 423
y y[2]—z y[3]—22 y[4]—32
eius valor y*, fiet: 17 3 + 3 + 1 etc. M —. quae propositio semper
z

vera esse debet, et identica, quaecunque sumatur y. et z. Nam si ex quadam aequatione
ducatur alia, et ope unius aliqua tollatur litera ex alia, proveniens aequatio est identica.

18 Nebenrechnung: y'=% n

yzfl

3 ut patet erg. L  14f. consentiant. (1) Unde illa (2) Item L 18 1 L dndert Hrsg. dreimal
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Et hoc est exemplum mirabilis cuiusdam summationis si z. per numerum explicetur.
Videndum tamen, ne inde sequatur absurdum. Quo vitato pulchrae hinc consequentiae
ducentur. Superest adhuc, ut alterutrum x. vel y. inveniamus pure ope z, exponente non
nisi numeros continente.

[T@Zl 3] 5
Y
zony’ =yt +y = o
- .3 5 7 9
Y Y Yy Y
n——"7—+=— = etc
/m 3 5 "7 g
[Fig. 2]
(1) 2 2@ (3)
: 1—217 #@/2 noy =yt =yt Yl —yPete. x4y’ noyoseu
(4) (5)
r on oy —ylr.oety® n IL.Ergo pro aeq. 2. stabit 10
— X
2o o©e oz 22 e

etc.

1492 "1 1-22+ a2 + 1—3x+ 322 — 23
Unde ut obiter patet aequationem hanc

(7) T 22 a3

T - +
" 12 1-20+22  1—3z+322_ a3
esse identicam quodammodo cum non possit esse determinata.

etc.

T T
1—=x 1—2x
T N n n x. 15
14 T l—z+zx
1—x 11—z
2 3
T T T T
m m — etc. c1—x n
y \/1—33 \/1—3: 1—2x+x2+1—3x+3x2—x3

12 Unde ... hanc erg. L 14f. esse...nx erg. L

wieder.

8 Fig. 2: Die Merkfigur gibt nicht die Kurve x n I _?‘J_
Y
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\/ x? x3
— tc.
1fx+1f2x+m2 e

1 . Habetur autem summa omnium y aliunde ergo et sum-
-

x? 3

1—x+1—2x+x2

ma haberi potest infinitarum. /\/x - etc. « 1 —x. Novum ergo

habemus hic exemplum summae infinitae.

n! t?’#t5 r te.n [1—t2 +¢* —tSetc. Ergod N2t
arcus N ———+——— etc. — — t0etc. Ergo darc n 1— —t0n ——
1 35 7 & 1+t
1—-d 1 1 1—-d 1-d 3] 1—-d 5
et tn ———s arcn [ ——. Ergo [ n—2 ar§+ ar5c.
arc I+t L+t darc darc darc

Idem est 27, , et 4%, Tam 22 n 222 ergo 4* n 222, Et generaliter erit bb* n b%?
et b,b* n b*T1. Ex his variae haberi poterunt expressiones per infinitas series eodem

redeuntes.

1 — darc[5| 1 1

1
5f 4————. | N —=— - ——= + = gestr.|. Idem L
darc darc  darc darc

1 1
4n m: Richtig ware i e ; der Fehler beeintréchtigt die folgende Zeile, in deren abschlieSender

Gleichung eine weitere Unstimmigkeit hinzukommt.
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59. DE SUMMA SERIEI IN QUA NUMERATORES ARITHMETICI, NOMI-
NATORES GEOMETRICI
24. Mai 1676

fjberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 Bl. 1. 1 Zettel ca. 21,2 x 6,6 cm. 1 S. auf Bl. 1r°.
Unterkante geschwungen, Uberschrift erginzt. — Auf der Riickseite Fragment einer durch
Zerschneiden verworfenen Gesprachsaufzeichnung mit Tschirnhaus. Druck in einem spéte-
ren Band der Reihe.
Cc 2, Nr. 1425 tlw.

24. Maii 1676.

Summa seriei in qua numeratores arithmetici,
nominatores geometrici

é — etc
3 .

. .. 12 3
Invenire summam seriei - 5 Z

QO = Z =

[Fig. 1]

13 Flig. 1: Leibniz verdeutlicht seine Uberlegungen zur Summierung der Reihe anhand der Trep-
penfigur unter dem Kurvenbogen. Aus dem Text ergiabe sich eine Exponentialkurve. Leibniz zeichnet
einen fiir ein allgemeines Kurvenstiick stehenden Parabelbogen. Die zwei oberen Stufen der Treppenfigur
hat Leibniz nachtriglich ergénzt. Der Punkt P tritt daher im Text sowohl auf der Héhe von B wie als
Endpunkt der Kurve auf.
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N.59
GH EF CD AB etc.
Sint GH. EF. CD. AB. ipsae 1 1 1 1 1 etc earum summa HL.
1 2 4 8 16
1 1 1
Summae 2 4 8 ecte. summa summarum 4.
HL FM DN etc.
Ergo spatium PLHBP n4.siQLn LM n MN n NP.
1 2 3 4
Sit GH n LQ n LM etc. n FM n 1. et totum spatium PQSH BP erit 13 1%
1 1
T etc. ipsae scilicet ductae GH n 1in [LQ] n 1 et EF n 5 in MQ n2.et CD ny in
NQ@ n 3. etc.

etc.

Hrsg.

3 4 5

2
At vero hoc idem spatium est, PLHBP seu 4, +LQSH n 2. Ergo — + +-+-4+—=

n 6.

3 PLHBP n 4 (1) Si (2) Idem spatium componatur ductu ipsarum G (8) si L

1

2 4 8 16

5 LH L dndert

3 spatium PLH BP: Leibniz iibersieht, da3 die Ordinate LH allein nichts zur Flache der Treppen-

figur PLGBP = 2 hinzuflgt, und stellt so in der Folge einen vermeintlichen Widerspruch fest.
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60. SERIES CONVERGENTES SEU SUBSTITUTRICES
26. Juni 1676

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 Bl. 346-347. Bl. 346 ein Bl. 4°. 1 1/2 S. Bl 346a ein
Zettel ca 17,5 x 10 cm. Auf Bl. 346ar® 2 Zeilen quer geschrieben. Bl. 346av® leer. Bl. 347
ca 1/3 Bl 4°. Oberkante schrig abgeschnitten. 2 S. Textfolge Bl.3461r° oben, 347 v°,
3471°, 346 r° unten, 346 v° tlw. durch Kustoden gesichert. Datum und erste Uberschrift
auf Bl.347v® oben ergénzt. Zweite Uberschrift auf Bl. 346a. Bl. 346a urspriinglich mit
Siegellack an Bl. 346 und an Bl. 347 befestigt.

Cc 2, Nr. 1453

26 Tunii 1676
Series convergentes seu substitutrices

Series convergentes et modus per illas inquirendi in aream ope

numeri laterum polygoni

Aequatio inveniri potest, exprimens circuli magnitudinem, eaque valde simplex. In
eam ingreditur numerus n. progressionis geometricae duplae quilibet: 1. 2. 4. 8. 16. etc.
et tanto erit exactior, quanto hic numerus maior.

Hinc admiranda ducentur pro sectione anguli et trigonometria. Item pro aliis curvis
et quadraturis omnibus.

11 Darunter: Adde huc Greg. a S. Vincentio de polygonis [regularibus| figurae
inscribendis methodum generalem quae portiones aequales abscindant. Videndum an et
fieri possint eiusmodi quae arcus aequales abscindant.

12 in (1) summas (2) summam (3) aream L 13 numeri (1) polygonorum (2) laterum L
14 exprimens (1) naturam circuli, (2) circuli L 15 n. (1) Erit valor (2) progressionis L 19 regularis
L dndert Hrsg.

19 Greg. a S. Vincentio: vgl. Gr. de SAINT-VINCENT, Opus geometricum, 1647, Buch IV, prop.
CXCIX u. CC, S.349f.; Buch V, prop. CCLXXXVII, S.489; Buch VI, prop. CVI, S.585 [Marg.]. —
Saint-Vincent bezeichnet einer Figur einbeschriebene Polygone als reguldr, wenn die Seiten (abgesehen
von der Basis) gleiche Segmente abschneiden.
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Forte aliquando tolli poterit numerus n; et tunc id procedet pro illis scilicet curvis,
in quibus dimensio in potestate.

Quaeritur an inter modos quibus quid eodem modo ex quibusdam quantitatibus
componitur quo ex aliis, ut ex a.b. quo ex a® + b2. sit etiam inventio maximi et minimi,
sed non puto.

Absolvimus tandem et impossibilitatis demonstrationem in circuli quadratura.

2
Si datur formula eadem operatione proveniens ex a. b. et ex vab. ———. datur

ab
a+Vab
sectoris cuiuslibet quadratura per demonstrata a Iac. Gregorio. Ergo hinc dabitur regula
generalis inveniendi sectorem ex datis a. b. triangulo inscripto et trapezio circumscripto
huius formulae interventu expressa: at regula generalis huiusmodi est impossibilis, ut

demonstravi de circulo, et ad ellipsin atque hyperbolam applicari potest; ergo formula

eadem operatione proveniens ex a. b. et ex Vab. est impossibilis, formula,

2ab
a+Vab
inquam, analytica finita. Hinc iam demonstro novis plane artibus, ipsam sectoris circu-
laris (eodemque modo elliptici et hyperbolici) impossibilem esse quadraturam. Nimirum
quemadmodum Jac. Gregorius hoc problema solvit: ex data formula eadem operatione
proveniente, invenire sectoris aream: ita ego contra: ex data sectoris area invenire formu-

lam eadem operatione provenientem. Nam ut res concepta est a Gregorio in eo fuit eius

6f. quadratura. (1) Sector eodem modo componitur ex a. b. quo quaeri (2) Si L 7 datur (1)
quantit (2) formula L 7f. datur (1) circu (2) sectoris L 8 quadratura | per demonstrata a Iac.
Gregorio. (1) Hinc per (2) Ergo hinc erg. | dabiturque dndert Hrsg. | regula L 11 de ... potest erg. L
13f. sectoris (1) illius (2) circularis L 15 Iac. erg. L ~ 16f. formulam (1) eodem modo compositam
(2) eadem L

2ab 20v/ab

7 m: Richtig ware m; Leibniz verwendet den falschen Wert bis S.761 Z.5 sowie in
N.64 S.800 Z.15-18. 8 demonstrata a Iac. Gregorio: Vgl. J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae
quadratura, 1668, Scholium nach prop. V, S.15f. 11 demonstravi de circulo: Vgl. Cc 2, Nr. 1102,
zweite propositio und LQK, prop. LI, S.128. 15 quemadmodum Iac. Gregorius ... solvit: s. o.
Erlduterung zu Z. 8, hier Prop. XI, S.25-28 [Marg.].
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demonstratio imperfecta; et neque Hugenium neque alios convincere potuit. Aliud est
enim de quantitatibus aliud de formulis loqui: et potest quantitas eodem modo componi
ex diversis, verbi gratia possibile est fortasse aliquam reperiri operationem, per quam
eodem modo proveniat numerus 3 ex 4 et 6 quo ex 9 et 13, sed quis illam divinabit.
Imo videtur nullus numerus esse, qui non forte eodem modo ex duobus paribus aliorum
provenire possit, saltem per analyses quasdam transcendentes. Re igitur altius repetita,
deprehendi, si sit quantitas aliqua a duabus dependens, sive iis determinatis determinata,
sive ex illis datis calculabilis; posse formulam analyticam exprimi, qua ex iis componatur,

eamque non variam vagamque sed certam constantem et unicam.

F
D
BE \C
A
G
[Fig. 1]

1 potuit (1), ut si numerus 3 (a) eodem mo (b) eadem oper (2). Aliud L 6 igitur (1) profundius
(2) altius L

1 neque Hugenium neque alios: Zum Streit vgl. GT', S.51-53 und C. J. SCRIBA, Gregory’s conver-
ging double sequence, 1983. Mit alios diirfte Leibniz neben Wallis auch sich selbst gemeint haben; vgl.
Cc 2, Nr. 1102 Scholium zur zweiten propositio. — Den Zeitgenossen zugéinglich waren die Rezensionen
in den Philosophical Transactions 111, 1668/69, Nr.33 vom 16./26. Marz 1667/1668 S.640—644 und im
Journal des S¢avans vom 2. Juli 1668 S. 361-368, die Stellungnahme von Huygens, a. a. O. vom 12. No-
vember 1668 S. 437-444, von Gregory in den Philosophical Transactions 111, 1668/69, Nr. 37 vom 13./23.
Juli 1668 S.732-735 und Nr.44 vom 15./25. Februar 1668/1669 S. 882-886 sowie in den Ezercitationes
Geometricae, 1668, Praefatio u. S.1-8 [Marg.|.
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Sit ergo reperta quantitas aequalis sectori, seu sectoris alicuius quadratura, ea utique
determina(ta) erit lineis quibus sector determinatur, ut radio et sinu, vel radio et chorda;
vel radio et sagitta vel tangente quae omnia eodem recidunt. Ponatur esse determinata
radio et tangente semiarcus seu circumscripta sive inscripta, erit exprimibilis eius valor
per formulam (vel aequationem,) quam non alia ingreditur litera, quam 7. et ¢. Sit illa
aequatio verbi gratia z (sector) m 72 + bt? + frt + hr. ubi duae tantum literae r. et t. at
b. f. h. numeri qualescunque. Notabilis haec distinctio literarum lineas significantium a
literis numeros significantibus.

Porro trapezium circumscriptum ABDC' aequatur radio in DC, quia angulus AC'D
2rt?

rectus ergo erit rt. Ex data t. ipsa C'E, est x n e Sit G oppositum diametri punc-

r

2rt? n 273
r24+t2 242
273

et fiet: FIC ad CG, seu DC ad AC, seu t. ad r. ut BE ad EG, seu ut BE ad e
r

tum et GBF ducatur, erit CF n2t.et GC N 2r.et EGnN2r—xz n 2r—

2rt BE ™ 3t
Tzrﬁ. Ergo triangulum ABC n 5 " seu r2r+ 2

Ergo BE n Quemadmodum tra-

3

pezium circumscriptum rt. sit 7t n b. et 5 N a. Nempe a. triangulum, b. trapezium;

T
2+t
2

. T .
erit a n poSE Ope harum duarum aequationum quaeramus 7. et t. ex a. et b. quod
T

br2 brt
e st et reducendo: r*a + b%a n brt. et
r
r? 4+ —
2
T

b
fieri posse patet. Erit t n —. et a n
r

b%a b%a b—a
4 . 4 4
r*n .sive r n . adeoque t N b

b—a b—a d b2a

mus r. t. et ex datis r. t. calculo habuimus quantitatem sectoris ex hypothesi, habebimus

. Quoniam ergo ex datis a. b. reperi-

etiam ex datis a. b. Ergo formulam habebimus analyticam eodem modo productam ex

2ab
a. b. quo ex+/ab. m Sed iam video non hinc sequi, quod eadem formula serviat pro
a a

3 vel tangente erg. L 4 et (1) chorda (2) tangente L~ 8f. significantibus. (1) Porro triangulum
2ab
a++vab

aequatur radio (2) Porro L 19 modo (1) compositam (2) productam L 20 (1) Tam si

formula ista sit pure analytica. (2) Sed L
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quolibet alio sectore. Imo iam video id hinc sequi. Sufficit enim nos generaliter habere
formulam eodem modo productam ex a. et b. quo ex duabus sequentibus, qualis ista
est quam reperimus. Ut exacta sit ratiocinatio nostra. Reperta vel data area sectoris
habetur valor eius expressus formula non continente alias literas quam a. b. ut ostendi.

2ab
Duo sequentia polygona sint ¢ (0 /ab) et d (n Lb) Poterit ex c. et d. etiam calculo
a

a++/

reperiri idem sector quia similiter determinata omnia: eadem plane calculandi methodo.
Quaeritur ergo, si ponamus v. g. esse sectorem a’? + b%> + ma + nb. an necesse sit idem
provenire, si substituatur c. d. in locum a. b. Sed iam video id non esse necesse, nisi
sciam quomodo isti numeri m. n. sint deducti, seu inventi. Itaque si quis mihi exhibeat
quadraturam sectoris, non potero eum hac methodo refutare. Video tamen remedium.
Demonstrabitur scilicet, me saltem eum refutare posse, si sciam quomodo inventa sit
quadratura, seu posse demonstrare, quod impossibile sit, ut sciam quomodo sit inventa;
tunc enim ubi id apparebit, nullo modo isti numeri particulares intrabunt, ita ut in iis
ullo modo lateat virtualiter a. et b. Quod si ergo in iis nullo modo latet iam a. et b. tunc
verum erit me in locum a. et b. substituere posse c. et d. et erit formula eodem modo
producta, inventa. Eadem autem formula semel reperta serviet mihi pro aliis omnibus
sectoribus quod demonstratum est esse absurdum.

Caeterum una adhuc est difficultas: Possitne fieri ut formula reperiatur eodem modo
composita ex polygonis duobus, et tamen ex ea data non possit reperiri sector. Ut si
formula ista non possit accomodari ad casum aequalitatis. Quemadmodum reperi radium

esse quantitatem eodem modo compositam ex quolibet trapezio cum suo triangulo, ergo
2a

2 . posito trapezio b. triangulo a. Sed si novissime ea sint aequalia, et
—a

infinite parva, patet mira ratione omnia evanescere. Unde tamen forte deberet duci lux

est enim r n 4/

(quaedam) analytica. Et vero hinc incidit mihi in mentem an non et calculo inveniri possit
radium esse eodem modo compositum ex polygonis inscripto et circumscripto
quolibet: Quod ita indagabimus: Sumamus generaliter polygonum quodlibet regulare
inscriptum, et circumscriptum. Unumquodque eorum determinatum est ex suo ambitu,
et fulcro. Quae omnia ad duas reduci possunt literas, quod quidem ea faciendum est

8 a.b. (1) Sed ... necesse, quia isti numeri (2) Sed L 9 deducti, (1) ex (2)seu L 13 intrabunt,
(1) neque in (2) ita L 25 ex (1) polygono inscripto sumto (2) polygonis L 28 et |radio gestr. |
vel streicht Hrsg. | fulcro L 28 literas, (1) radium, et alium. (2) quod L
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arte, ut non ingrediatur numerus laterum polygoni, et ut nihilo minus possit area eius

ex eiusmodi literis haberi, ut si sumamus ambitum non vero fulcrum.

[Fig. 2]

Ut regula quaedam facienda inveniendi aream polygoni ex ambitu in proxime inferiorem
ambitum, aliaque id genus. Denique res ita instituenda, ut ex dato polygono inscripto et
circumscripto, nulla mentione numeri laterum generaliter inveniri possit radius circuli.
Est autem res determinata, quia in eodem circulo, non possunt duo esse polygona in-
scriptum et circumscriptum eodem modo. Res ita instituetur: Sunto polygona duo unum
inscriptum a. alterum circumscriptum b. Ex iis quaeritur radius. Ponatur numerus late-
rum esse n. radius 7. tangens semiarcus, seu circumscripta t. Hinc caetera calculare licebit.
Scilicet hinc calculabimus aream polygoni inscripti, pariter et circumscripti, verum ita
duas tantum habebimus aequationes, cum opus sit tribus, unum ergo adiciendum est, ut
exempli causa quantitas primi trianguli vel trapezii in ordine ad radium; ita duae tantum
erunt incognitae, numerus laterum et radius. Verum sciendum est generaliter ex numero
laterum et primo polygono quodlibet sequens non eodem modo posse componi, nisi per
logarithmos, seu per expressionem transcendentem. Itaque non nisi per expressionem
aliquam transcendentem radius inveniri potest ex datis a. b. quibuslibet posito primo
dato. Qualiscunque sit, inveniatur. Nimirum numero invento per aequationem, tollatur
ille, quoniam duae sunt aequationes duaeque incognitae, donec tandem sit aequatio in
qua sola r. incognita expressa ope a. b. Ponendo iam inverso modo r. cognitam, sed a.
b. aequales et incognitas, eius ope invenientur a. vel b. inter se aequales seu sector. Hoc

pulcherrimum. Habemus ergo r. quantitatem eodem modo compositam ex a. b. et ex

2ab
b. ———.
Va a++/ab

sed non ideo formulam quae non sit transcendens. Caeterum eligi possunt

4 in (1) fulcra (2) proxime L 8 instituetur: (1) Sumatur (2) Sunto L 10 n. (1) Hinc
habebitur (2) radius r. (@) fulcr (b) tangens L 13 quantitas (1) omnium (2) primi L 17 datis
(1) a. b. (supposito (2) a. b. L 18 inveniatur (1); eadem aequatio dabit quaesitum sectorem (prae)
(2). Nimirum L 22 ergor. erg. L
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modi convergendi, ut res fiat quam simplicissima, et ad solos si placeat logarithmos
redeat, ut scilicet inveniendae sint tantum mediae proportionales. Numerus infinitus, n.
eliminatus erit.

Hinc ergo apparet subtilissimum licet Gregorium rem non recte satis percepisse,
quod quantitatem formulae confudit. Scilicet credidit data quantitate haberi formulam.
At ego ipsi quantitatem dabo eodem modo compositam. Quae quantitas est radius. Sed
nihil inde. Aliud videndum an non ex datis a. b. ¢. d. seu duobus proximis polygonorum

NN~

paribus inveniri possit radius. Hoc fieri poterit sine istis logarithmis. Hinc si habeamus
modum generalem quo radius componitur ex duobus paribus, quo ex duobus aliis paribus:
at hinc etiam poterit inveniri sectoris area. Nam in ultimis omnia quatuor a se non
differunt. Eodem modo sufficit ex tribus polygonis inscriptis tantum inveniri radium.
Nec opus est seriebus convergentibus ullo modo.

B

C

[Fig. 3]

7 seu (1) polygonis inscripto et circumscripto vicinis sibi, ut (2) duobus L

4 Gregorium: s.o. Erl. zu S. 758 Z.15 und S.759 Z. 1.
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Arcui BEC inscriptum triangulum ABC. Quadrangulum ABEC n a?. Sexangulum
ABDEFC nb%etc. (2+1 2+2 2+4 2+8 2+ 16). Decangulum [ABGDHELFMC]
—_—— M M~ M~ ——
3 4 6 10 18

nc.

AD radi
Triangulum ABD aequale # in BN semichordam praecedentis polygoni.

Ergo ipsum ABDE aequale radio in BN et ABDEFC, aequale radio in chordam po-
lygoni praecedentis. Et generalis ex his oritur regula, polygonum sequens aequari radio

in dimidium ambitum polygoni praecedentis. Sit polygonum ABEC [n] a?. Dividatur
2
a

per radium r. fiet —. polygoni praecedentis ambitus dimidius (ambitus demtis duobus
r

2 2
radiis), BP. Ergo 2% eius ambitus n BC. Sit polygoni praecedentis numerus late-
T

2a?
rum n. Dividendo per n. fiet —. latus unum polygoni praecedentis ut BC, et BP
™m

2

. . .. a . .

eius [semichorda] erit —. Iam ex data BP investigemus BN. Ipsam BP vocemus .
nr

et AB vocemus 7. Erit AP n Vr2 —n2. et PE n r —\/r?2— 2. cuius quadr. addi-
tum ad quad. 7. dabit quad. BE. Ergo 72 — 2rvr2 —n2 + 12 — 72 + 12 n BE.

V2r2 — 22 — 2 r2 —ry/r2 — 2 )
et BN n > . 5 . et pro m. ponendo eius valorem

1

a 1
o2 r2 —ry[r2 — 2.3 2 — Z/rin2 — ¢t
— . fiet BN n . BN n n

nr 2 2

. Hinc iam polygoni

1 a2. (1) Hexangulu (2) Sexangulum L 2-4 Decangulum | ABGDHELFM dndert Hrsg.| n c2.
(1) Triangulum elementare voco (a), cuius (multi) (b) id ex quorum pluribus similibus et aequalibus
in circulo polygonum componitur; ut triangulum ABE pro quadrangulo, ABD pro sexangulo ABG pro
decangulo. (aa) Polygonum (bb) Triangulum (aaa) sequens (bbb) elementare aequatur (2) Triangulum L
7 n erg. Hrsg. 8f. (ambitus ... radiis) erg. L 9 polygoni (1) a? (2) praecedentis L 11 chorda

L andert Hrsg. 12 Erit (1) NP nvr2 —7m2. et DNnr—+vr2 —72. (2) AP L 12f. Vr2 —72. (1)
1
r?2 — —v/1n2 — at

et (2) cuius quadr. (a) sublatum a (b) additum L 15 nf (1) Eius duplum BE

seu 2 BN multiplicetur (2) Hinc L
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ABDEFC ambitum quaeremus. Nempe BN ducatur in numerum laterum polygoni
[ABEC] qui est duplus numeri laterum polygoni praecedentis ABC' seu duplus numeri n.
Ergo BN ducatur in 2n. numerum laterum polygoni ABDEFC, fiet dimidius ambitus,
seu dimidium ipsius [ABDEFC], quod ductum in r. dabit aream polygoni ABDEFC n

7"\/27127’2 — 2nm<|?| b2. Et ita area polygoni tertii, ABDEFC n b?, habebi-
tur ex radio r, numero n. laterum polygoni primi ABC, et a?. area polygoni secundi,
[ABEC]. Ergo eodem modo pro polygonis ABC. [ABEC]. ABDEFC. ponendo [ABEC].
ABDEFC. [ABGDHELFMC]. tertii area, ¢, ex praecedentium duorum, primi nu-

mero, 2n, medii area b2 n rv/2n2r2 — 2n/rn? — a?. habebitur. Ergo in aeq. ® pro b2.

ponendo ¢?, pro a?. ponendo b?, fiet: r\/8n2 [r?] — dnv/4rin? — b* |)')|c2. Ope alterius ae-
quationum ® et ) tollatur incognita n. In residua sola restabit quantitas incognita r. et
habebitur aequatio seu formula secundum quam radius componitur ex a?. b%. ¢. sive ex
areis trium polygonorum quorumcunque. Habetur ergo formula eodem modo composita
ex tribus polygonis datis, quo ex tribus polygonis proxime sequentibus. Iam calculavit
Gregorius in serie A. B. C. D. F. etc. Z. polygonorum sectori inscriptorum, primo posito
265
Va2 + b2

a?. secundo b?. tertium fore

[Fig. 4]

2 BEC L dndert Hrsg. 4 dimidium (1) recta(rum) (2) ipsius | BDEFC dandert Hrsg. |, quod L
5 b2. (1) Et eodem plane modo (2) Et L 7 BDEF L dndert Hrsg. dreimal 8 BGDHELFGMC

L dndert Hrsg. 10 b2, (1) vel eius valorem, sive pro a*. ponendo 2r*n? — 2nr2v/rn2 — at (2) fiet L

10 12 erg. Hrsg. 13 ergo (1) | quantitas streicht Hrsg.| (2) formula L 14 Tam (1) si polygonorum
(2) calculavit L 15 Z. (1) si (2) polygonorum L

14f. calculavit Gregorius: vgl. J. GREGORY, Vera quadratura circuli et hyperbolae, 1668, Scholium
nach prop. V, S. 15.
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258
Ve

Ergo quantitas habebitur eodem modo composita ex a?. b? . quo componitur

200
205 2 Va? + b?
ex b2 . 5 .seuex A. B.C. quoex B. C. D. aut C. D. E. Ergo
va? + b2 B 2b
Vo ip

et quantitas habebitur eodem modo composita ex Z. Z. Z. quo ex A. B. C. Unde se-

quitur inveniri posse ipsam Z. Idque duplici ex principio: Unoy,) quod illa
quantitas ex Z. Z. Z. eodem modo composita iam cognita est (: Ubi tamen hoc mani-
festum est obstaculum, quod tunc sector ex solo determinaretur radio, quod absurdum
et impossibile foret: nullae enim supererunt literae, nisi tria ultima polygona aequalia
(seu in ultimis ipsa Z.) ex aeq. D et ® et litera 7. non ergo possunt poni aequales. Cui
difficultati nullum aliud remedium video, quam non posse forte literam n. tolli ex ae-
quationibus ® et ) ope alterius, sed relinqui forte identicas aliaque id genus obstacula
subtilia debent esse a natura parata :). Altero, quod aequando inter se quantitatem
eodem modo compositam ex A. B. C. quo ex Z. Z. Z. invenietur Z. (: Sed necesse est
idem obstaculum reperiri, scilicet ut litera n. non possit tolli, aut ut nihil possit reperiri
nisi identicum, ponendo tres ultimas, seu a?. b%. ¢®. in aeq. ®, D aequales|:]) Interim
hinc admiranda ducimus multa. Primo quantitatem invenire eodem modo compo-
sitam ex eiusmodi quantitatibus, modo sciamus ex qua curva sit ducta. (: Unde contra
si curvam nesciamus, deturque seriei terminatio aliunde poterit hinc inveniri quantitas
eodem [modo] composita, seu quasi latus rectum; et curvae forsan aequatio: haec uti-
lia, ad methodum tangentium inversam :) Secundo habebimus semper aequationem
egregiam cuius ope possit inveniri valor polygoni valde remoti, ope tantum numeri n. et
primorum A. B. C. nempe ita ut error sit minor quam differentia eius ab alio proximo,
semperque idem erit calculus, mutato tantum numero n. quod est admirabile, et in hoc
genere summum. Neque enim mente fingi potest appropinquatio perfectior. Reperietur

2 aut C. D. E. erg. L 7 nisi (1) a%. b2. c?. aequales et 1. seu a. et 1. (2) tria L 8 aequales.
(1) Unde (2) Cui L 11 natura |a streicht Hrsg. | parata L 16 ducta. (1) Alteram (2) (: Unde
L 18 modo erg. Hrsg. 21 A. B. C. (1) errori (2) et ipsam (3) nempe L

265 [ 2b8
765,16 tertium fore ———"1 Richtig wére | | ———; der Fehler pflanzt sich fort bis Z. 2, wo bei
Va2 + b2 & a? + b2 P

der Ermittlung des dritten Terms ein weiterer Fehler hinzukommt.
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scilicet aequatio simplicissima, pro area sectoris, in quam ingreditur numerus n. progres-
sionis duplae, tanto exactior, quanto numerus maior; sine ulla alia mutatione. Hinc sectio

anguli et rationis pulcherrima.

3 Darunter: Ebpnxa

2 alia erg. L
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61. DE AREIS ET CURVIS PER SERIES EXPRIMENDIS
28./29. Juni 1676 — 29. November 1678/[nach dem 29. November 1678]

Die beiden Teilstiicke stehen in engem inhaltlichen und &ufleren Zusammenhang. Sie wurden von
Leibniz urspriinglich auf je ein Bl.2° mit gleichem Wasserzeichenbild geschrieben und zuerst auf den
29. bzw. den 27., dann auf den 28. bzw. 29. Juni 1676 datiert. Unter den Haupttext von N.61; schrieb
Leibniz Quadratura ex summis ordinatarum (= Cc 2, Nr. 1449, Druck in einem spéateren Band der Reihe)
an, das er spater aus dem Blatt herausschnitt; der am rechten Rand zunéchst noch zusammenhéngende
Rest wurde getrennt (= LH 35 XII 1 Bl. 24 u. Bl. 25). Der urspriinglich unter Cc 2, Nr. 1449 geschriebene
Zusatz 1 (= S. 772 Z.2-8 ) stammt moglicherweise erst aus Hannoverscher Zeit; eine Ergénzung dazu (vgl.
S.772 7Z.8) ist erst nach dem auf den 29. November 1678 datierten Zusatz 2 (S. 773 Z.2-7 ) entstanden.
Leibniz schrieb letzteren in die Liicke zwischen dem Haupttext und Cc 2, Nr. 1449 sowie unter den
Zusatz 1. Zusatz 2 enthilt einen Verweis auf N.612; nach Tinte und Duktus diirfte der Zusatz 1 von
N.61o (= S.778 Z.9 — S.780 Z. 6) zur selben Zeit entstanden sein. Nach der Abfassung von Zusatz 2 zu
N.615 (=S.780 Z.8 — S.781 Z.5) bemerkte Leibniz einen Fehler im Haupttext von N. 61, markierte ihn
am Rande des Blattes, korrigierte punktuell im Text und strich den Zusatz 2 zu N.612. Zuletzt schrieb
er den Zusatz 3 zu N.61s (= S.781 Z.7 —S.782 Z.9) auf den freigebliebenen Rest des ersten Blattes
unter die Zusétze zu N.611.

61;. DE FIGURARUM AREIS PER INFINITAS SERIES EXPRIMENDIS
28. Juni 1676 — 29. November 1678

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 Bl.24-25. BL.24: 1 Bl. ca 4°. 2 S. — BlL.25: 1 BL
ca 4°. 10 Zeilen auf Bl. 251r°. oben. Darunter Zusatz 3 von N.612. Bl. 25v° leer. — BI. 24
u. 25 bildeten urspriinglich mit LH 35 XIII 1 Bl.433 (Cc 2, Nr.1449), einem Zettel von
max. 21,5 x 5,5 cm, ein vollstindiges Bl. 2°.
Ce 2, Nr. 1458, 1459 C tlw.

28 ITun. 1676.

De figurarum areis per infinitas series exprimendis regula generalis.

Inveni methodum generalem cuius ope obtineri semper poterit
figura rationalis datae homologa; adeoque expressio curvae propositae
per seriem infinitam.

25 (1) 29. (2) 28. L 26 De (1) curvarum (2) figurarum L 27 Inveni |tandem
gestr.| methodum L 27f. poterit (1) series rati (2) figura L
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Quae ut intelligatur sit curva 1C2C3C. Axis

A A1B2B3B. Ordinatae, y n 1B1C, vel 2B2C, vel 3B3C.
Et abscissae sint x n A1B, vel A2B, vel A3B. Aequa-
1B 1C (1)

tio curvae quaelibet, ut 2ax — 22 n 2. Area figurae:
2B 2C' i ydZ. Sumatur 1° alia litera quaelibet, z[,] eique talis
\ tribuatur relatio, ut ydz. sit quantitas rationalis quod
3B l?’C fiet si tum y, tum z, sint rationales ex data z. Ut exempli

. 2)  2az?
[Fig. 1] causa, ponatur x n ———. eumque valorem substi-

a”+z

4a%2? 4a®z* (3)

tuendo in aequatione 1, n y2. et reducendo:

a2+ 22 at 420222 + 24

4a*22 | +4a%24 )| —4a?2t] @ 9 2a%z (5

ad 12022+ oA n y°.et prR n y. lam dz ita investigabitur:

0 20? +4aBz(+208%) (7) + da’p Z

d T . erit
(8) 9) _ 09 4a3pz . oy z
Tf n —et* n +etdr n met ex 9. et 5. erit ydﬂfﬂaﬂ,m

a*pz?
ab + 3a422 + 3a2z4 + 267

seu ydx N quae est figura rationalis, ad quam summa sinuum

reducitur.
17 Zur ersetzten Lesart, am Rande: Error calculi

6 tribuatur (1) valor (2) relatio L  6f. quod ...datazerg. L  8f. substituendo (1) seriei (2) in

422 4247424 4 2 5 442 4247424
L ot reducendos (1) R T W) @ g2 @ date?(vaated)atad)

et 2
at + 2a2z2 4 z4 a2 + z2 nvy at + 2a2z2 4 z4

L

(9)

12 dz n: Zahlung doppelt; Leibniz bezieht sich im folgendem auf diese Gleichung. 15 Error
calculi: Leibniz bemerkt den Fehler erst nach der Abfassung von Zusatz 2 zu N.612 (vgl. die Erl. zu
S.780 Z.9) und korrigiert nur punktuell. Der falsche Wert geht in Z.12 in die Berechnung von ydz
ein.
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Caeterum saepe idem poterit obtineri compendiosius, si neque y, neque x, adeoque
nec dx sint rationales; sed tamen factum ex ipsis ydZT sit quantitas rationalis. Quod
contingere poterit, si per eam quantitatem irrationalem una dividitur, per quam altera
multiplicatur. Porro quod diximus de resolutione figurae in parallelogramma per ordi-
natas, locum habet etiam de eius resolutione per convergentes in triangula, aut truncos
triangulum residuos; aliaque id genus.

Caeterum si modo ab initio posito, tam dZ, quam y, sive tam x, quam y rationales
quaerimus, tunc problema de areis curvarum per series infinitas exprimendis redit ad

problemata Diophantea; et illud generale: Datam aequationem rationaliter explicare, ut

a2 2

a z a a
sit aequatio ad curvam conicam: | ———p—7% -+1n —. Ergo ——5— 1 - + 1.
2qx T -2 4 a Qax T -2 4
q q

2 2 2
aequanda quadrato seu 2—2 Sit z y 4 + 4 /T9 + 1. fiet: aia 12 +1|n a_2 +
a a T q 2qx T -2 | 4 T
q
2[a] [, a a . . .
—/T—+1,|T— +1|. Sed sic res ut video nondum absoluta, procedamus rectius et
x q q

—a )
a a a 0
\/a22ax Ta2—2? - +1,4a222 T 4-2* + _2x4
q q q q z .
a n — ubi formulata [nume-
2aqx T —22 a
q

scribamus:

ratoris] aequanda quadrato forte utiliter poterit prior semiabsoluta:

a® a?

a
——— N — +2[a],/T— + 1. Imo video ne hoc quidem sic sufficere[,] debet enim non
2a% —x T q

q
definite, seu in casu particulari, sed indefinite reddi rationalis. Praeterea non nisi duae

restare debent literae indeterminatae in una aequatione. Itaque tertia assumta quantitate
w, explicanda per eam x, ita ut possit extrahi radix ex prima formula seu valore ipsius
z, ut scribatur:

6f. genus. (1) Tota ergo res eo redit, data aequati (2) Caeterum si (a) vulgari ratione (b) modo L
10 curvam (1) ellipseos (2) conicam L 12 a erg. Hrsg. 13f. nominatoris L dndert Hrsg. 15 a
erg. Hrsg.
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2 / 1
aia Tg—i—l n w? + 2w Tg—i—— Tg—&—l.Tg—i—l.vocemusw.etwrl
2aqx T —2% | ¢ g 1| q q
q

v a2 v? 4+ 2vv2a T ga: a2 02 + 2yv2a T 2’}/’1}91'
q— fiet: a n — 9  seu — n a 4943 ¢
20T —x 2ax T —2? 2a=r e x 207 —x
q q q q
3 2 2 2
L2 vz + dyvaz 12722 sive o2 o+ 20 201208 Sed ita ex - +24°
q q 4 4 4
®
° 5

deberet radix extrahi posse, ubi 22 ascendit ad quadratoquadratum, adeoque res prorsus
ut ab initio unde redordiri possemus a formula §. Sed id nunc non opus, sufficit methodum

a
tenere. Imo ope formulae % res multo simplicior reddi potest. Scribamus 2axz1 —22 n €. fiet
q

VE+E? 2 . : 2 T g A2 2 2 AT

e n —. Extrahenda est radix ex £+v&% 1 [2|1 + v et £ N p*+vEp?. Aliter {+ 10
a

’y§¢ M w2§¢ seu 1+7v¢€ n 12€. sed non est his nunc immorandum. Sufficit methodum tenere,

ut tantum ad inventionem seriei rationalis pro curva, solutio problematis Diophantaei

supersit.

3-7 +2a% (1) potest (2) deberet L 7 res (1) difficilior quam (2) prorsus L 12 pro curva
erg. L

3 T2fygx2: Leibniz vergifit in diesem Term den Faktor v; der Fehler geht in die anschlieSende Um-
q

formung der quadratischen Gleichung ein, in der auch der Term +2a® noch umgeformt werden miifite.
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[Zusatz 1]

[Fig. 2] [Fig. 3]

a 2 . a o9 ~ o )
m Tg‘l’l nw +2w\/’ys1ve2axfr5z, w? 4+ 2w/v n a®. Pro
q

v

2 2
T sumatur % Ty pro 2ax ¥ Exz, fiet —|—% T 2ay,, T a4 qZ +ay T ng. x ny—+c fiet
q q q

i

2
2ay +2act 2y2 T —ayc+02. sit 2¢) N ¥ ¢y seu ¢ N *q. fiet 2ax T 242 n q®+2aq7 2y2 n
q q q q q

[bricht ab]

2 2
. v a v° 4+ 2v 2avv + 4av

Sit w n —. fiet: G aequ. 5 el seuz n * el et dw aequ.
x

x 2ax T —xx a2+ Lou + 2_601,\/,y
q q q
vdT — xdv

et pro x item pro dT substituendo valorem habetur xdw per v rationaliter.
xx

2vdv
7 (1) yyn (a)z% (b) v? + a?b2. Ergo 2ydy n 2vdv. Ergo dy n A Vb2 (2) Sit L 8 et...

=)+

rationaliter erg L
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773
[Zusatz 2]
29. Novemb. 1678.
2
Res non difficulter absolvitur hoc modo: Tg + 1 sit aequ. m et fiet: Z2 m? aequ.
q a
a® 22

a P —
—. ()= (% . —, et fiet: +—(F o .
anTng )ag( ym, e aequ 3376 e a( ym, < e aequ

q

a 1. Res sic non
207 —x
q

procedit quia incognita in nominatore, ideo sic procedemus: z22azx 1 22 —z>

2@ o

— m22ax T
m*—x

q
aequ. a®. Ponatur [bricht ab]

Vide 29. Tun. 1676. ubi pro curva conica series rationalis quaeritur.

5 in (1) numeratore (2) nominatore, ideo (a) semper pro z scribamus

i e L aequ. X2
o oy e ()
sic L

7 Vide: N.615.
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615. PRO CURVA CONICA SERIES RATIONALIS QUAERENDA
29. Juni 1676 / [am und nach dem 29. November 1678§]

I"Jberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 Bl 25, 29. BL.25: 1 Bl ca. 4°. 1/2 S. auf BL. 25r°
unten, dariiber 10 Z. von N.61; (= S.772 Z.1-8 und S.773 Z.5-7 ). BL 25v° leer. —
5 Bl.29: 1 Bl 2° 2 S. Haupttext und Zusitze 1 u. 2 auf Bl.29. Zusatz 3 auf Bl.251°.
Datum u. Uberschrift auf BL. 291° oben ergénzt.
Cc 2, Nr. 1459 A-B, C tlw.

29. Tun. 1676.

Pro curva conica series rationalis quaerenda

2 3 4
a a z a a a
10 —— - +1T - n —.seu a* + 2a3z T —:132, 1203 —|——2$2 n 2z%ax ¥ —2%2%
2ax T —2? q9 a
q
—_————
D
2a3 2a* 2a
Determinando ad tangentes: 2a%t ¥ ——at T 243t + %xt —22%at + Zxt2? n 42%ax 1
q q q

2,2

2a
42%ax T —x?2?
2a . q
—x“2z7 eritque ¢t N
q

. Et pro 2z%. ponendo

2a3 2a* 2

8 2a% 7 et 2d® + i?x 2220+ 2052
q q

9 Daneben: NB. sub finem solutio vera.

8 (1) Proc (2)27.(3)29. L

14 sub finem: Gemeint ist wohl urspriinglich der gestrichene Zusatz 2, sinngeméafl Zusatz 3.
2 4
10-775,1 T2a3z: Richtig wire Tix; dieser und ein weiterer Fliichtigkeitsfehler beeintréchtigen die
q

Berechnung der Subtangente ¢, die Leibniz in S. 775 Z. 1 abbricht.
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3, .28 ala?

q x ¢ 270

a5 fiet t n 3 = [bricht ab]
2ar i@ 2031 Tz 2% + u
q
vz Bz [8]2? ik T
3 n n etyn e etyzn — 7 n 3y Unde hic rationalis
tn g

figura cuius haberi potest summa.

P
2az T La2. Sit & 1y + b fiet 2ay + 2ab, T2y T b 1 o2,
q q q q

b
etZﬁyT%ﬁnO.Ergobn’rqetxl‘lyﬁ-qet?axTExQ|'|
q q

a a a a
Fig. 1 2ay) ¥ 2aq T —y*|T— " #2qy| T —¢* et fiet Taq T —y>. et fiet
[ g ] q q q q

2 2 3 4
a a _ z a a a
7a+1T—ﬂ—2.seu+a3qT—y2+—2y2r|jraq22fr—y2z2ety2r|
tag T =2 q a q q q
q qy

3 2 T 3 } 2 T 2 + 2 T 2
_rags taeq Ergo dividendo per a4 n ¢* debet S n S aequari
3 1 a 3 21 .2
a> a® a4 ¢ o @, 5 (TP Tz
T— 4 5T -2 q fa"+ — 72
q q q q
——
(1)v?
3
Ta? 4+ @ T 22 B ab
quadrato. Invertendo sufficit SR S— aequari quadrato, seu: Ta* + 24+ — ¥ —
221 a2 q q

aequari quadrato.

2 ~ L dndert Hrsg. zweimal

: Im letzten Term des Nenners unterlduft Leibniz ein Vorzeichenfehler,

3 2;1'3
77103/2”#

a a a o
T—+ - T -z
q q q
der das Ergebnis in Z. 10 beeintrachtigt.
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2 2
a z . .
—a o, +1—— n — aequatio ipsarum z. quae homogeneae sunt curvae conicae.
q a

q a
2 2
z ) . a 2 —ba
4+ — n — aequatio curvae conicae. Unde et a n 5— Ergo
a a

[ V)

n ga® aequatio generalis figurae quae curvae conicae homogenea est.
2

22 —ba, " q" —y

z+y/ba, z—/ 0a, q+y, q—y N ga®. [Ponatur g+y n T \/02),&2 —Jba fiet a’w, g—y 1 qa®
qa;/ qa a? qa,z ++/0a,z — \/Oa + w?a>

w
tq—yn . E 2g 0 — J2¢gn
AL +z+\/9a,27\/0a] a

seu qaz? — gafa + w?a® n 2qwz? — 2qwla D.
Ponatur az n ce + dv + fa et w n ge + hv + la fiet

z++/ba,z —+/Oa,w

g,,, c2e? + 2cdev + 2cfae, +d*v? + 2dfav + f2a?,, — qaba,,
a

+ [a2)] g%e® + 2ghev + 2glae + h2v? + 2hlav + 126>

1f. comicae. (1) |q n #Q. streicht Hrsg.| Aequatio ad curvam conicam 2ax ¥ %XQ n (2) Aequatio L

2
3 conicae (1) seu qa + q2 — y2 —a? — a—2y2 (2) . Unde L 5" q?> —y? n (1) quadrato (2) qa®
q

aequatio (a) ad curvam conicam (b) generalis L ~ 5f. est. (1) Fingamus (2) Sit q+y n — ot fiet

z 4/ fa
2
wa wa w?a
n——  —qetq—y N 2q——— et proz2—0a ~ q>—y2 n qa3. fiet: z,/0a, ~ 2qu— ——— n qa’
Y z+0a (1) deramyinad z+0a(!) P oy nd w 4 z +/ 0a 4
wa?
(3) z+/0a L 6f. Ponatur ... ————— gestr. L, erg. Hrsg. 11 a2, erg. Hrsg.

z++/0a,z —/0a
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2
{—Z,} g e +2cdg v +2cfag e® +d?g vZe +2dfag ve +f2a%g e +d*h v® +2dhfa v?
a

+ 2h + lac? +2cdh +2cfah + lad?
+2lacd +2la’cf .

+ F2a?hv + f2a31
+2dfla?
—2¢0[a], ge + hv + la

Ubi habemus: v3. €3. v2e. e?v. 2. v2. v. e. ... Tollendi ergo termini e3. e?v. e2. Pro e?
tollenda: c2g n 0. Pro e?v, tollenda erit 2cdg + ¢*h n 0. Quorum utrumque non potest
praestari rectius quam ponendo ¢ n 0. Sed e?. video hac eadem methodo non posse
tolli simul enim c et g fierent N 0. et evanesceret e nec nisi una indeterminata v, intrat
aequationem.

a’z? — 0a® ~ a?¢® — a®y? n qa”. Pone az n ce + dv + fa. et ay n ge + hv +
la. erit: qa” n c?e? 4 2cdev + 2cfae + d*v? + 2dfav + f2a?,—6a>,, © a’q?, +g*e* +
2ghev + 2glae + h?v? + 2hlav + 12a®. Video potuisse etiam denominatores dari ipsis
az, et ay. in quos intrassent ipsae e. et v, nec ideo ad altiores terminos ascendissemus,
habuissemusque alteram tantum arbitrariam, adeoque libertatem destruendi magnam,
at in aequatione ) potuissemus quidem etiam maiorem habere numerum arbitrariarum,
licet altius non ascendendo, sed ea cautione, ut idem sit denominator ipsarum az. et aw.
Nimirum aequatio qaz? + w?a® + 2¢faw n 2qwz? + ga®f. Pro z ponatur %. pro w @.

(U (U

Unde fiet: qa®? + a* X2 + 2¢0a® \p? n 2qa®Ap? + qa?0¢3. al nce +dv + fa. apn
ge+hv+la. aip n me-+nv+ar. Nuspiam ascendetur ultra v2. e3. v2e. e?v. v2. €2. ve. v. e.
Quod si ergo desideramus e puram (nam par est ratio, cum eodem modo valores formentur

2

ex e. quam v. et si unum impossibile, erit et alterum) tollenda e?,e?v,e?. Excerpamus

. . . . 2q6
e3. explicando saltem animo terminos quibus opus: gg*me® + ac®me® + ——m?ce® n
a

0
2qg2ceg—|—q—m363. Ergo aqg®>m+a’c®>m+2g9m2c n 2aqgc+qdm?>. Et pro e?v, tollenda fiet
a

2q0 4q0 3q0
aequatio +qg’n-+q2ghm, +ac’n+a2cdm, +im2d+imnc n 2qud+4qghc+im2n.
a a a

2
1 q

—, erg. Hrsg. 6 a erg. Hrsg. 10 una (1) incogni (2) indeterminata L
a
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2q6

4q0
Denique pro e? tollenda fiet: gg?ra+[q2glam]+ac?ar+a2cfam+ ——m?*fa+ T are n
a a

0
2qg* fa + 4qglac + [q—3m2ar]. Ponendo m. et ¢ n 0 satisfiet aeq. 1. Unde pro aeq. 2:
a

qg®n 1 2qg°d seu n n 2d; et ex aeq. 3. gg°ra N 2qg>fa seu ra N 2fa caeterae arbitrariae,
et fieri possent h. et [ 1 0.
Posuimus aX n ce + dv + fa. apnge+hv+la. ap nme+nv+ar. mncenhn

A
In0. nn2d. arn2fa erit a\ndv+ fa. ap nge. a N 2dv + 2fa. Y a_1/1 [M]
a a
d 1
Lfa n — quod absurdum est. Ita enim ipsa w fieret constans, non ergo sic licet.
2dv +2fa 2
[Zusatz 1)
29
. . . qa a
Omnia pagina praecedenti huc reducta erant: — 5 aequ. 5
— a
o’ aequ. ¢>2% + Qay? — y?2>
+0aq?
10  Unter aequ.: m
18f.  Zur ersetzten Stufe (2) der Lesart, gestrichen:
aAndv—+ fa a’X? n d*v? 4 2dfav + f?a®
ap nge+2fa a’p? n g*e® + 4gfae + 4f%a?
ap n 2dv [bricht ab]  a*Ag? n g>de*v + 4gfadev + 4f%a*dv + ¢* fae* +
4gf3a’e + 43>
. qé 2 9 . z ge + hv
1 gq2glac L dndert Hrsg. 2 —3m“e“ar L dndert Hrsg. 4£.1n 0. (1) = n =——+
a a 2dv + 2fa
w dv + fa
Zn ————. aX ndv+fa. ap n ged2fa. 2dv+2fa n ay (2) | qatp?ep+ad A2 4-2a3q0 > n 2qat Ap? +
a  2dv + 2fa

qa20y3. streicht Hrsg. | qa2dv + 4gfae + 4f2a2 4 a22dvd2v2 + 2dfav + f2a2 + 2qA4d3v? dv + fa n

2ga | g2de?v |dgfadev + 4f2a2dv + g2fae? + 4gf2a2e + 4f3a3 (3) Inven (4) Posuimus L 6 n erg. Hrsg

2_9 2 b2 b 2 b2 20
z g (1) Loco z ponatur — et fiet: z aequ. — et scribemus (a) z (b) —+ (3) Loco z 2
a2 w? a w b2 w?

9f.

. 1
ponatur (4) Sit q? — y? aequ. = seu (5) +a3q L
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z aequ. ce +dv + f. y aequ. ge + hv + k. fiet:
q*2% aequ. ¢2,c2e? + d2v? + 2cdev + 2cfe + 2dfv + f2
Oay? aequ. a, g2e? + h2v2 + 2ghev + 2gke + 2hkv + k2
addatur valor ipsius y, et quadretur atque auferatur, summa comparetur cum aequatione

ex rationali excitata. 5
de dv
q2z2 + 9ay2 — y2z2 —a3q aequ. 0. z aequ. — ety aequ. —, fiet
v e

—0ag?

9 d?e®  Oad*v?

—a®q aequ. d*. Unde ut extrahi possit radix, fiet:

02 c2
—fag?
gde dv 9 9
— 4+ 0a,— —2qV0ad® aequ.d 10
v e
—a3q
—fag?

¢?2% +0ay® —y*2% aequ. m. Scribatur 22 aequ. ce? +dv? +r. et y? aequ. fe? +gv*+h.

fiet  ¢*ce? + ¢dv® —cfet —dgvt — —hr aequ. 0
+0af + fag —df —-m 15
— he — hd [+¢%r]
—rf = rg [+6ah]

6 Darunter: Imo hoc non licet, quia sic ex duabus incognitis fit una, non ponitur
Yz aequ. constanti.

3
1 (1) Pone z aequ. yw+{ fiet 12322 aequ. q2y2w2 +2q2yf+q%f2 +hay?, —z2y?w — 222y f+2%f2 (2)
Loco z? scribe 3 loco y? scribe v fiet aq+ 0aq? aeq. q3 + fav — v3, fiat 3 aequ. e+ f et v aequ. h+1.
et habebimus a3q + 6aq? aequ. qe + qf + fah + fal — eh — le — th — fl fiant a3q+ faq? aequ. gf + fal —fl. et
(a) restabit ge (b) fiat: h aequ. e et (aa) faciamus (bb) fiet: q + fav —el. et restabit qe +eah —eh —le — fh
aequ. 0 (8) Scribatur compendii ergo a®q + faq? aequ. m et fiet: mz +ny (4) z L 16 +q2r erg. Hrsg.
17 +6ah erg. Hrsg.

778,9 pagina praecedenti: s.o. S. 775 Z.7-10. 778,11 m: In Z. 13 setzt Leibniz die rechte Seite
der Formel gleich m.
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At aequ. le? + nv? + p ducenda in fBe? + yv? + 6, fiet: aequatio comparanda priori quod
fieri potest et habebimus aequationem le? + nv? + p. inventis l.n.p. item aliis literis, inde
pro e? et v? restituemus y2 et 22 ope aequationum purarum quas habemus et res omnis
facile absoluta habebitur. Multisque aliis modis in potestate est.

Tantum utile erat huiusmodi comparationes iam generaliter fuisse institutas ne opus
sit calculo.

[Zusatz 2, gestrichen]
2, [1- 2
. zz (1) a? a (2) VU q
Aliter: — aequ. ——g— |+1 — —| ponatur aequ. —_— + a
aa GQ*gyy q \/an_Fy\/— \/alIi'y\/g
q
3)

ergo fiet: % a(equ. L@ + 2v, /1 — 2. Unde in aequ. (4)

a \/aq+y\/5 \/aqiy\/g 4

habetur valor ipsius y rationaliter per v. lam quia ex valore 2. ipsius — extrahi potest
aa

z (5 v a

radix quadratica, fiet: — aequ. —————5 +,/1 — — et pro y. substituendo valorem ex
“ Vagtyy/- Vo4

q

. . . . . a .
aequ. 4. habebitur in aequ. 5 ipsa z. rationaliter per v. Sed necesse est — esse quantitatem
q

2

8-781,5 Zum gestrichenen Zusatz, nicht gestrichen: +1- 2 revocentur

a
aq — ~yy
q

ad unum denominatorem. Is variis modis divelli poterit in duos prout prius arbitrarie
compositam fractionem multiplicaverimus.

9 Zu aequ. (4): Error.

9 in aequ. (4) erg. L

9 in aequ. (4): Gemeint ist die Gleichung (4) in N.61; vgl. die Erl. zu S. 769 Z.9f.
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affirmativam et minorem quam 1. sin minus poterunt quaedam mutari, ut res tamen
succedat.

a a
Loco aequ. 1. quaerimus valorem iius yy. fiet: zzaq— —zzyy aequ. af+adqg— —yy—
q q

4 3
a b bzzaq — ba
o+ —yy. Ergo ~yy aequ. % aequ. d + e ubi etiam variari potest in modo
¢ a a a
qq a, & 4
q qq

resolvendi in terminos duos.

[Zusatz 3)
2 a 0'2 2 9 2 a/2 4 a/3 a3 4
(63 + ag(Zaa) - Lyy + Sy a*q® = 2a%yy + Syt + —yy — =y O
q 7 o P q q q
a qu. aequ. — .
ay — E?/Z‘/ aa aq — —yy
q
b3 4 3c%v + dvv
Ut ergo numerator fiat quadratus ponatur y aequ. VLSt dvy —DQ Sit compendio
e2+2ev+ovv @
3 2 3
a a a S
—2a°+ — aequ. et — — —3 aequ. — fiet:
q a

q

Q[QS} aequ. a2q298 + 72 p20t 4 Z .

2 aequ. b® + 26320 + 2b3dvv + ¢*o? + 22 dv® + ot

»? aequ. b2+ 4b°cPv + 4b°dvv + 2b5c40? + 4652 dv® + 208420t +
48?4+ 8b8 2 dv® 4 4b3Pv® + 8b3ctdv? 4 4b3 P d?v°, +
405 d% v + ab3ctdvt 4 ot + [8]b32d%0° + [4]cBdv® + 4bP a3t +
2 d%00 +4ct P08 + 420" + dMoB.

o4 aequ. et + 4e3v + 6e20? + dev® + vt et
98 aequ. e® + 8¢"v + 28¢502 + 56e°v? + T0etv? 4+ 56e30v° + 28205+
8ev” + 5.

10 9% erg. Hrsg. 14 4 L dndert Hrsg. 14 2 L dndert Hrsg.
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Quibus substitutis debet ® comparari cum quadrato ipsius: f + gv + hvv + kv3 + v, seu
cum f242fgv  +2fhvv  +2fkvd  +2flv?
+ gguv  +2ghv®  +2gkvt  +2g10°
+ hhv'  +2hkv®  +2hiv°
+ kko®  +2kl7
+1%08.
Sed hinc apparet terminos comparandos esse novem, arbitrarios vero tantum 8 quod non
sufficit. Ergo ascendendum ad v#, sed tunc rursus 17 termini comparandi et 16 arbitrarii

tantum.

8 v, (1) seu faciendae (2) sed L
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62. EXTRACTIO RADICUM PER INFINITAM SERIEM
Juni 1676

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XIV 1 Bl 102-103. 1 Bog. 2°. 4 S. Randbrechung auBen
ca 5 cm. Uberschrift erginzt.
Cc 2, Nr. 1468

Extractio radic. per infinitam seriem

Data aequatione aliqua ut y3 + by? + ¢y + d> n 0 invenire valorem ipsius y saltem
per infinitam seriem, res maximi foret momenti, posset enim ita omnis aequatio resolvi

per solam tabulam logarithmorum.
2

b
Ut si fieret y n +I -3 + b3 etc. in infinitum certo modo; utique fieret numeri

—c +c
+ d®
b3, ct. aliaeque id genus ab his numeris, qui cogniti supponuntur altissimae potestates
sine multiplicatione per solos logarithmos inveniri possunt. Mihi diu super eo negotio
successu irrito meditanti, praeclara tandem analytica incidit via.

Nimirum opus esse, ut duae habeantur aequationes, quarum una saltem infinita sit,
eandem habentes incognitam. Tametsi enim reapse sint identicae, id tamen non potest
apparere; et tum minime, cum pro arbitrio finimus. Necesse est autem aequationem infi-
nitam esse talem, ut, potentiae ipsius y sint decrescentes, unitate nimirum assumta longe
maiore quam y (: quanquam videndum sit, an non res eodem modo succedat, etsi non
decrescant :). Habitis iam duabus aequationibus eandem includentibus incognitam; (tam-
etsi identicas) quarum alterutra (vel etiam utraque) sit infinita. Excerpamus finitam ex

6 Inventum mense Iunio 1676. Haec aliter longe melius iam habuimus.

14 possunt. (1) Videndum autem (2) Mihi L 16 aequationes, (1) una infinita, altera (2)
quarum L 17 non |statim gestr.| potest L 20 quam y erg. L 22 infinita. (1) Eius ope (2)
Excerpamus (a) inde (b) finitam L

23 aliter: Andere Methoden, Wurzeln in Reihen zu entwickeln, behandelt Leibniz in N. 32, 33, 3815
S.518 Z.6 — S.523 7. 18, sowie in Schediasma de extractione radicum, dat. September 1674, LSB VII, 1
N. 125.
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infinita, subsistendo alicubi, cum error futurus sit exiguus. Et ita habebimus duas finitas
aequationes, vel potius determinationes, aut saltem aequationem et determinationem;
unam includentes incognitam, et earum ope ex altera alterius potentias tollemus, et ha-
bebimus denique determinationem, quae ipsam incognitam pure contineat seu habebimus
valorem ipsius y. purum prope verum. Quem notemus. Et resumta aequatione infinita,
ex ea rursus determinationem excerpamus priore propiorem, magisque exactam. Hanc
rursus finitae aequationi coniungendo, et ope duarum aequationum vel aequationis et de-
terminationis omnes praeter infimam dignitates tollendo, habebitur rursus determinatio
nova, seu propior adhuc valor ipsius y.

Et ita porro in infinitum propiores semper ac propiores habebuntur determinationes,
quarum novissima sed quae scribi nequit ipsi y. perfecte aequabitur; tametsi autem omnes
scribi non possint, series tamen earum ac progressio apparebit, quod sufficit. Habita iam
hac determinationum progressione, locentur illae ordine, et quaerantur earum differentiae,
series differentiarum in infinitum aequabitur perfecte quantitati incognitae quaesitae.

Habemus ergo valorem ipsius y. purum infinitum.

Superest tantum, ut modos explicemus quibus data aequatione aliqua finita possit
aliqua inveniri infinita ipsi identica: Tales autem modi sunt infiniti. llum primo, qui cogi-
tandi materiam dedit, explicabo. Versabar in logarithmorum meditatione, cogitabamque
aequatione in analogias resoluta, an non possit res absolvi per logarithmos. Ostendit
sese via quaedam, sed quam velut nimis operosam omisi; interea videbam, quid conse-
queretur, si pro logarithmis eorum valores ex supposita hyberbolae quadratura inventi,
adhiberentur.

Sit aequatio: 12 +by?+c?y n d*. Haec variis utique modis resolvi potest in analogiam,
24 b AW d

sed nos uno simplicissimo utamur, qui talis est: Cl n —. lam logarithmus ab
Y

42
y? + by + ¢ sit \. Logarithmus ab y sit . Logarithmus a d sit Id. et logarithmus a: d?,
— _ _ (2) _ _
erit 2(d. Ex aequationis vi necesse est esse: A —2ld n ld—1vel A\+1 n 3ld. ubi ld cum

sit logarithmus cognitae quantitatis d, potest pro cognito haberi. Incognitae autem huius
aequationis sunt A et [.

4 denique erg. L 4 quae (1) valorem ipsius y (2) ipsam L 4 contineat (1). (a) Hanc
determinationem notemus. Et iam (aa) reassumtis duabus (bb) reassumta prima aequatione infinita ex
ea (b) Ha (2) seu L 10f. determinationes, (1) quarum differentiae (2) quarum novissima (a) ipsi (b)

d _
sed L 24 —. (1) id est (2) lam L 26 1d —1 (1) ipse autem (2) vel L
y
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Generaliter autem ex hyperbolae quadratura constat, quantitate aliqua existente

A, logarithmum eius assumta quaedam unitate constante, (maiore quam A,) fore T~

A% A3 At
5 T3 7 etc. Ergo huius ope valores ipsarum A et [ inveniemus: nam quia [ est

@) y? + by +c?
n L ToTe

logarithmus ab y. erit [ n 0

2y® +oy+c2 By +
2 3
item maior quam y? + by + c?. Hos valores literarum X et [ inventos in aeq. 3. et 4.

vy
+ ERy etc. et eodem modo A erit

Dy v
1 2
by + ¢?

, etc. Modo ut dixi unitas assumta sit maior, quam y.

inserendo in aeq. 2. habebitur aequatio in qua y assurgit ad dimensiones infinitas, fiet

enim:

vyt Rl tby+e | Byt tby o+

1 5 3 etc.

=l

2 3 4
- % + % - yZ etc. +
G = . s . . e
n 3ld. Digeratur illa in ordinem, secundum potentiarum gradus ab infimis incipiendo,
apparebit nihilominus progressio in infinitum. Compendii autem causa aequationem hanc
semel digestam ita scribemus: e — fy + gy? — hy® etc. ita ut numeri 1. 2. 3. 4. pro
quantitatibus sive literis quales calculus daret, habeantur, et fiet aequatio aequivalens

6) _
ipsi 5: e — fy + gy? — hy? etc. n 3ld.
Habemus ergo aequationes duas alteram finitam ab initio propositam; y> + by? +

c2y(;) d3. alteram infinitam 5 vel 6. Quae tamen duae aequationes plane coincidunt,
tametsi ea congruentia infiniti larva tecta, menti humanae, nisi re ad origines revocata,
clare apparere non possit. Necesse est tamen coincidere, sive idem inventum iri, sive
per priorem sive per posteriorem inveniatur y, quia ipsa 6, ipsius 7. vel 1. non nisi
consequentia est, nec quicquam extrinsecus est assumtum. Unde si ope unius y. perfecte
ex altera tolleretur, quod tentari non inutile foret, et fieri utique est, saltem observato in

2 eius (1) fore: (2) assumta L 2 constante, ( |multo gestr. | maiore L 5 sit |multo gestr. |
maior L 6 valores |ipsarum gestr.| literarum L 12 scribemus: (1) ey — fy? + gy® — hy?* (2)
e —fy + gy — hy® L 13-15 aequatio |aequivalens ipsi 5 erg.|: (1) ey — fy? + gy® — hy* (2)

(6) -
e—fy +gy? —hy3 etc. n (a) ®ld4 Nam 3, quippe verum numerum, ut a numeris literas valentibus,
distinguatur, parenthesi includo. Aequatio autem data (aa) est (aaa) huic novae infinitae (bbb) 1, (bb)

1, est (b) 31d. | aequivalens ipsi erg. u. gestr.| Habemus L 20 si (1) posset ope unius y tolli ex altera
(2) ope L 21 foret, (1) tametsi en (2) pro (8) et L
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infinitum progressu, fieret aequatio plane identica, quippe non nisi inter cognitas quanti-
tates. Aequationes autem identicas invenire seu quae sint inter cognitas quantitates idem
est quod invenire compendia sive summas, ut alibi animadverti. Quare nec ista inquisitio
suo fructu careret. Sed nos ad nostram regrediemur.

Habitis duabus aequationibus finitis eandem incognitam includentibus constat sem-
per valorem illius incognitae posse inveniri pure. Sed in infinitis, singulari opus est arte,
quam generatim ab initio expositam nunc exemplo declarabo: Ac primum ex aequatione
6. possumus excerpere determinationes, easque tanto magis exactas, quanto longius pro-
gredimur. Ponamus nunc facilitatis causa, rem ita comparatam esse, ut sit e maior vera
y, et e — fy minor vera y; e — fy + gy? maior vera, et ita porro alternando in infini-
tum. Nam praeterquam quod id fortasse semper certis artibus obtineri potest; poterit
simile quiddam praestari, tametsi id non succederet, hoc modo. Quoniam enim literae
e. f.g. etc. aliaeque infinitae in paucas tantum, nempe b. c. d. resolvuntur; et posterio-
res potentias harum trium constantium continent, quae potentiae (posita unitate ipsis
b.c.d.y.y? + by + c*. maiore) sunt semper decrescentes, hinc determinationes ita excerpi
scribique poterunt formulae; quarum prima sit maior vera; prima demta secunda minor,
prima demta secunda addita tertia maior, tametsi illae formulae non sint unius tantum
potestatis ipsius y, sed plures semper tamen finitas, contineant.

Nos vero ut dixi facilitatis causa et in exemplum ponamus esse: e maiorem quam v;
at e — fy minorem quam ¥; et e — fy+ gy?, maiorem: erit prima determinatio haec: e f1 y.

(8) (7)
seu determinatio y n e. Aequatio haec: y2 + by? 4+ c?y n d3. Ubi in aequatione pro 7>

2 . o 5 o ) d3 —e3 — be?
et y?, substituendo determinationem fiet ® + be* + c*y p d®, et y p ——5——.
c

2 seu...sint erg. L 5 Habitis | ergo gestr.| duabus L 7 quam (1) paulo ante (2) generatim L
8 excerpere (1) partem quae sit maior vera (2) determinationem, eamque tanto magis exactam (3)
determinationes L 9 sit (1) ey maior vera, ey — fy? (a) maio (b) minor vera; ey — fy? + gy> (2) e
maior L 11 Nam (1) etsi id non (2) praeterquam L 13f. posteriores (1) priorum, (2) potentias L
16 secunda (1), tertia (2) minor L 19 esse: (1) ey maiorem quam y; ut ey — fy? minorem quam y;

. (®)
et ey — fy? + gy® (2) e maiorem L 2l seu...yn eerg. L

(®)
3 alibi: N.48. 21 y n e: Die Ungleichung (8) fligt Leibniz erst nach der Numerierung der
Gleichung (7) in den Text ein.
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(10) e e?

Rursus ex infinita excerpendo: e — fiet: — et y? —_
p Jyny yn yﬂ1+2f+f2

1+ f

Quos valores ipsarum y2. et y>. inserendo in aeq. 7. fiet:

63
14+3f+3f2+ f3
e3 L be?
L+3f+3f2+ 3 1+2f+ f2

et y*
( be? e’

Rii+f BII+rf

11)
+ynddety n d°—
2 ¢ 2 30,2 :
Rursus excerpendo: e — fy+gy” 0 y vel ey — fy~+gy° 0 y°, et pro aeq. 7. scribendo
gy® + gby? + gc®y n gd? fiet: aequationem determinationi coniungendo: ey — fy? +

gd3|'|y2+gby2+gc2y.Undey2r|gd3+ eyoldgb+fety’n4+ly—cog.

—gc*. + f.
—_———
© D

Ergo ® maior quam y?2, erit etiam maior quam id quod est minus quam 32, nempe

maior quam ). Ergo fiet: gd®> + e y o 14+gb+fp + 1y — ecyg. Unde rursus
— gt . + f .
haberi poterit valor ipsius y. prope verus: ut si 1+ f vocemus h, et e —g?c vocemus m. fiet

(12) eh + gbe + g?d®

g +my hy—e 54 2
,sive g“d” +gmy n+h° y—eh . et y n P p——

h+ gb

+ gbh . — gbe

Et ita porro in infinitum continuando semper habebuntur determinationes magis
magisque exactae seu valores maiores minoresque veris in infinitum. Atque hic duo ex-
aminanda sunt, primum an ex una determinatione artis ut ¥ atque aequatione ut 7. inter
se iunctis, una tantum determinatio pura nempe 12. proditura sit etsi aliis atque aliis
modis in potentiis altioribus ipsius y. ope huius coniunctionis tollendis procedas. Quod
si varia vario tractandi modo provenire possunt, examinandum [quid] sit simplicissimum;
deinde videndum, an semper certa sit determinationis ratio, per p vel n, ut quemadmo-
dum ex excerpta e 1 y ex aequatione 7. prodiit determinatio y r ... ita in determinatione

1 ex infinita erg. L 10 fiet: (1) semper (2) y (3) gd® L 16 valores (1) maioresque veris
infiniti (2) magis magisque proposi (3) maiores L 17 artis ut § erg. L 18 pura (1) prodeat, etsi

variis modis in poten (2) nempe L 20 possunt, (1) examinandus quis (2) examinandum | quis dndert
Hrsg. | sit L 21 semper (1) si determinatio sit per [ (2) assumta sit per 1 etiam certo modo ut in
(3) certa L
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8 excerpendo 1 — fy + gy? 0 y. debent fieri y ;b};% et in 12. sive an valor ille in 12.
sit affirmativus.

Quae omnia discutienda sunt ut appareat an determinationes purae iusto maiores
ac minores se sequantur alternis; uti excerptae non purae maiores minoresque veris se
alternis sequuntur.

Illud vero cavendum inprimis ut sequentes sint semper praecedentibus accuratiores,
alioqui nihil ageretur. Porro quoniam haec sublatio ad altiores potentias haud dubie calcu-
lum valde attolleret, ideo forte posset in locum aequationis 7. uti duabus primis determi-
d3 —e® — be? 3 be? e3

5 etynd’ — mo/—/—mm—s — =———.
c RI1+f Bli+7

Atque ita habebuntur facillimo negotio determinationes magis magisque accedentes in

nationibus ex ea factis quarum una est y

infinitum; in excerptis pro y. hos valores substituendo verum quoniam non est certum,
ultimam harum infinitarum determinationum aequari incognitae; ideo istud quidem com-
pendium non est aptum ad rem nostram.

Inventis iam determinationibus earumque progressione excedentes separatim; defi-
cientes separatim, ordine collocemus; modo magis magisque accedant verae, et ultimae,
veram quantitatem attingant. Nunquam autem, credo, excerptae adhibendae, sed semper
ex illis et aequatione factae:

Valores veris

minores maiores
d® — €3 — be? g be? e3

c? 21+ f L+ f
eh + gbe + g%d?
— etc.
gbh + h? — gm

etc. etc.

Y
4 se (1) ordine sequantur; (2) sequantur L 5f. sequuntur. (1) Ponamus (2) Inventis iam

determinationibus earumque progressione; (a) erit (b) eas (¢) ex (d) excedentes separatim, ac deficientes
separatim ordine collocemus; modo quo ordine inveniuntur magis magisque () Illud L 7 ageretur.

d3—
(1) Poterit etia (2) Porro L 8f. determinationibus (1) nempe (a) y 0 (b) y ne. et (aa) y n —

(bb) yn (cc)yn %“Ff. Una (2) ex L 11 in excerptis ... substituendo erg. L 16 attingant. (1)

Et hinc iam (2) Ponamus ita stare: (8) Nunquam autem |, credo, ery. | excerptae L
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Ubi notandum haec series etsi conveniant in novissima, tamen in eo differre a Grego-
rianis, quod ipsi necessarium est, ut eodem modo componantur duae tertiae ex duabus
secundis, quo duae secundae ex duabus primis. Nobis vero nulla hoc loco cura huiusmodi
compositionum, quaerimus enim tantum series infinitas rationales cognitas incognitae
aequales. Nullus tamen dubito quin plerumque etiam Gregorianus componendi modus
ad alias contemplationes utilis, accedere possit.

Nunc ut ostendam, quomodo hinc inveniri possit valor infinitus incognitae, idque

duobus semper modis. Nempe sive iusto minorum:

Series crescentium A B C D E etc
Y
Series decrescentium N 2 1 V W et
Hinc duas ducemus series infinitas ipsi y aequales.
Series crescentium A B C D FE etc. y

Differentiae g v 90 n et
erit y aeq: A+ B+ v+ 6+ n etc.

Series decrescentium: N 2 1 V W etc y

Differentiae: 0 v pu ¢
et NnO+v+pu+&+y, et fiet yaeq. XN —0 —1p — p — & ete.

Rem ergo succedere nullum dubium est, idque infinitis modis: Tantum de sim -
plicissimis rationibus cogitandum.

Tum, quoad modum inveniendae aequationis infinitae,

tum quoad modum, inde eliciendarum determinationum.

1 Si in aequatione infinita inventa non reperiatur alternis + et —; tunc non nisi
semel series in quaesitam incognitam desinens habetur, quod nobis sufficit, neque enim

convergentibus opus habemus.

7 possit (1) series (2) valor L 8 Nempe (1) sint series crescentium in infinitum (2) sit (3) sive L
20f. cogitandum. (1) Et si quidem per logarithmos procedere placeat: forte non erit inutile resolvere (2)
Tum L 22-790,1 determinationum (1), quoad modum (2). (a) Quoad modum (b) Ad
inveniendam aequationem infinitam procedere possumus vel per logarithmos; (¢) Aequationem L
23 aequatione erg. L

1f. Gregorianis: J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae quadratura, 1668, Def. 9 S. 10 [Marg.].
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Aequationem infinitam, vel iam habemus, vel quaerimus: iam habe-
mus ut in problematis tetragonisticis de quibus postea. Quaerimus in aequatio-
nibus resolvendis, vel ordinatis rationalibus curvarum inveniendis: quod fit radice ex
aequatione curvae naturam explicante, per seriem infinitam extracta. Inveniemus
vel per logarithmos, vel sine logarithmis. Per logarithmos, tum quo dixi modo,
tum vero fortasse meliore, si aequatio data resoluta sit in analogias simplices, ut si
y+0b q Y +e
y+c  y+f
solvi posse in eiusmodi analogias, quotcunque sit graduum, nam idem erit ac si dicas:

sit Analogia facta ex aequatione. Et videtur quaevis aequatio data re-
y+0b,y+ f,,ny+cy+ e Nec video quid prohibeat generaliter scribi: 1y + b, 2y + ¢,
3y +d,, etc. n dy+e, 5y+ f, 6y+g etc. continuando quantum satis est, pro gradu resolven-
dae aequationis, inde ducendo in se invicem, poterit aequatio inde proveniens ordinari,
et cum data eiusdem gradus conferri.

Et hac methodo quaevis aequatio data optime resolvetur in analogias. lam loga-
y+b  y?+2y+0% 3+ 3y%b+ 3yb® + b3

B 2 ’ 3

modo logarithmus ab y + f. tantum pro b. ponendo f. Unde postea logarithmi illi plu-

rithmus ab y + b. erit etc. eodemque

res ordine additi aut subtracti aequationem dabunt novam eamque infinitam. Sine
logarithmis videtur aequatio infinita ex data fieri posse dividendo, ut si sit

9f. NB. 1. 2. 3. numeri sunt hic pro literis.

1f. quaerimus: iam (1) inf (2) habemus (a) tunc au (b) ut L 2f. in (1) problematis (2)

aequationibus L 3 inveniendis: (1) nam ex hac aequatione (2) quod fit radice (a) infin (b) ex L
6 vero (1) simplicior (2) fortasse L
17-791,2 sit (1) |aequatio streicht Hrsg.| y2 +by +c2  y (2) L

| divisor y + v streicht Hrsg. |
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+ v
— bv?
+b A b -0 =+ +ot etc.
. Y 2 y?

1-11  Randbemerkungen:
Nota non tota aequatio sed una tantum pars sic dividi debet.

Alium etiam appropinquandi modum excogitavi. Aequatio v. g. y% +by+ 2, multiplicetur
verbi gratia per y, fiet: y> + by® + c?y. Explicetur y per x + e, fiet aequatio alia, quae
forte utilius dividetur tentando quam prima, praesertim cum tunc tam e, quam dividens
r + v, sit arbitraria.

14 (1) Alium mihi modum proposueram ut si aequatio y2 + by 4+ c2 n 0. dividatur per y + 1. vel
aliam et restat fractio (a) haec negli (b) affirma (2) Alium L 14 excogitavi. (1) Dividatur aequatio
per aliquam quantitatem et notetur fractio. Et rursus per aliam; (2) Aequatio L

8 —wv?: Richtig wire +v2. Der Vorzeichenfehler sowie ein weiterer Fliichtigkeitsfehler — der erste
Term im Zihler des Bruches Z. 10 miiite c?v lauten — beeintriachtigen das Ergebnis der Division, jedoch
nicht die grundsatzliche Uberlegung.
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Sed haec dividendi ratio habet difficultates multas ob causas, nam si v non est iam
una ex radicibus divisione in infinitum quidem producta, procedit, si vero est una [ex]
radicibus, ipsamet incognita est adeoque inutilis. Remedium vero succurrit: Sit aequatio:
by by byt byt

b
y? — 2 n by, poterit scribi: y —c n Y
c

et dividendo fiet: y —cn — — -
y c 2 3

etc. in infinitum, modo sit ¢ maior quam y seu modo series sit decrescens: et haec videtur
simplicissima ratio esse aequationem propositam finitam convertendi in infinitam. Ex
qua determinationes eliciendo, easque cum ipsa aequatione coniungendo valores puri
invenientur appropinquantes; quorum differentiae dabunt seriem infinitam.

Ex generali invento: Quod data serie infinita appropinquantium ad differentiam in-
finite parvam, habetur etiam series infinita aequalis, nimirum series differentiarum: ista
pendent omnia. Unde iam olim notavi etiam ex Wallisii invento inveniri posse seriem
aequalem circulo ex dato radio; et contra radium ex data circumferentia, sed illud in-
commodum in Wallisii methodo, quod non datur applicatio commoda ad partes.

Incidit hic alius appropinquandi modus, quem experiri operae pretium est. Divida-
tur aequatio proposita y2 + by + ¢ n 0. per quantitatem y — v arbitrariam, fiet fractio,
quae alia atque alia erit, prout explicabitur v. Explicetur v, pro arbitrio, ut per 1. erit
fractio vel quantitas affirmativa vel negativa, si affirmativa, erit minor iusto divisor; sin
sit negativa, erit maior iusto (4 vel contra pro signis +). Qualiscunque sit sumatur alia
ipsius v. explicatio, tunc ut fractio sit contraria, cum antea fuerit negativa, nunc fiat affir-
mativa, et tunc consistet radix intra duos valores ipsius v. Et ita porro sumendo aliquem
medium inter hos duos valorem novum, iterum dividemus, eodemque modo experiemur.
Et ut certae cuidam regulae hanc appropinquationem attingemus, poterimus semper dif-
ferentiam inter duas inter quas consistitur novissime bisecare; vel etiam trisecare. Sed

naturalior est bisectio.

1 ratio (1) mihi displicet (2) habet L 2 ex erg. Hrsg. 3f. aequatio: (1) y? — byc? n ¢?
N c? 5 o o by by
poterit scribi: y n — (2) y* — ¢? n by, poterit scribi: (a) y + ¢ n (b) y—cn (aa) S (bb)

y—c y+ec
b,
_i, L 7 purierg. L 10 differentiarum: (1) Varios alios modos dari posse arbitror (2) ista L
cTy

16 Explicetur v, (1) primum ita, ut fra (2) pro L 18 sit (1) quaeratur alius di (2) sumatur L
19 tunc (1) vel ex fract (2) ut L 23 bisecare (1). (a) Poterit (b) Posset aliud etiam eligi sed ingen
(2); vel L

11 olim notavi: nicht ermittelt; dhnlich N.69; ex Wallisii invento: Arithmetica infinitorum, 1656,
prop. 191 S.178-182 (WO I S.467-469).
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A F CFE D B

[Fig. 1]

Est tamen hoc in eo incommodum, quod ita bisecando AD differentiam inter duos
valores ad inveniendum punctum C, aliquando eveniet, ut ipsum C' incognitum punctum
transsiliamus. Nempe bisecando ipsam AB, in D, transsiliemus C, quaesitum et postea
non amplius inter D et B, ut in prioribus forte fiebat, sed inter A et D consistet quae-
situm, ubi rursus bisecando [AD] in F', consistet punctum C, adhuc inter F' et D. Sed
rursus F'D bisecando in E, contrarium iterum eveniet nec erit punctum C' inter E et D,
sed inter F et E.

Cumgque ista methodus non fere nisi in numeris procedat, nec constanti quadam
ratione progrediatur; nec denique sit revera appropinquans ad distantiam infinite parvam;
ac denique plane non serviat ad aequationes illas in quibus ipsae pro cognitis assumtae
sunt indefinitae, ut fit in aequationibus curvarum; ideo ad nostrum scopum nihil servit.
Et redeundum est ad viam illam sane pulcherrimam, hic apertam, ut praeter datam
aequationem adhuc alia, infinita, inveniatur.

® 2

Aequatio a® — 22 ny?. seua — N n fietque:
x
D 42 2, 2,2 2,3 2,4 2 2, 2,2 2,3
afxrly—fy— 4 _¥ +y etc.velxrlafy—er—fy +y etc.
a a? a? at ab® a a? a3 at

Ponendum est autem esse a maiorem quam x. nam si minor foret, possemus nihilominus
idem praestare, ita aliter dividendo, y? non per a + x sed per = + a, ut semper sit a in

summo, x in imo. Hinc patet esse

(1) y? (2) v? oyt yPa?
rn a—— TN a— - —+=—5 — "%
a a  a a
(3) v Pz g yPa® ylat
rn a——+—F% — + -
" a a? ad at ad

3 punctum C, (1) et mox (2) aliquando L 4 transsiliamus (1); cum sat (2). Nempe bisecando
(a) in C, (b) ipsam L 6 AC L dndert Hrsg.

15 Aequatio: vgl. N.48 S.679 Z. 10.
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2 2, 2 2, 2,2 2,3
x r|a—y—+—2 T n a—y—+y—2—y3 +y4
a a a a a
2 2, 2,2 2,3 2,4 2,5
x”a_y_"’y_z_ys +y4 y5 +y6
a a a a a a
Yy’ T
Ubi ex © et (1) fiet 2° ar — =——. et x M a. Ex (2) et © fiet x na— = + =
a a a
PLAIF
2.2 | .4 a—y—2 M 4_ 2.2 2,2 .4 3
B el St e ALY
a m_y_ a? —y?, o [a?]
[a?]
793,15-20 Nebenbetrachtungen:
1 1 3 1
793, 1 1—y/1->n- = 1- =
93, 15 ghgsen 7o 1
3 3
y 3o
@ ©
3
= 3
5 1V
V3 2
Y
793,20
BC seuxn BE
BC seux n BD
D/ C
Bazg/z E

3 Ubi (1) antequam ill (2) lo (3) ex (a) 1 et © fiet: (b) (1) fiet (4) ex |© et erg.| (1) fiet L
5 a L dndert Hrsg. dreimal
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2

a2
e Ergo z n a — v (Credibile non alias habitum iri
a

2
dendo per a? — 3?2, fiet a4

determinationes puras ex excerptis excedentibus quam ex deficientibus, saltem hic.)

2 2 2 2 2 2
- ~ — —2
Ex (3) et Qﬁet: w’7+l-y_ a’2_y2J$775 L - Y ﬂ_y_La'z_QQ 19 _y_r
a at a a3 a®
——3
4 2.2 .2
a? —y* et ax"aQ—yQ|‘|a4—y2a2—y2—%etc. Et ita porro.
a
——[2]
2 241 21
——n2-22+2* =25 + 248 ete. 1 n
1+ 42 Yo+ 2y Yy +2y° etc mn2+y2_1 5 + 1
a |'|a ac+a02 ac® ¢ 1 1 I‘Il c 2 A3 +
- — — 4+ — — —— etc. ve - — —+ — — — etc.
b+c b b b3 b4 b+c b b2 b bt
2
Ergo lny n 2y — 2y + 25 — 218 ete.
—2 — 3
2 % Whyrol 2tytol 201
2,+y2 —1 2 4 8 16
® 2 3 5 7 9
w N omn. Zy nzi—zi-i-zi—zi.
14+y2 3 5 7 9
ac
6 Nebenrech @ jae__b
ebenrechnung: - —
g b+c b bi+ec
ac?
ac b2
b2 b+c
ac®
ac? b3
b3 b+c

1f. (Credibile ... hic.) erg. L 5 4 L dndert Hrsg. 9 wn (1)s™™™* (2)omn. L

3f. fiet: Die folgende Ungleichung weist im Ansatz mehrere Fehler auf und wird nicht konsequent

umgeformt. Richtig gerechnet wiirde sich ax (a? — y2) > (a? — y?)? ergeben.
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90,2 2 2 4,2 6 _ 9yt 2
Et quia etiam Y seu 2] est n Zi,fgLy il st Y vy
24942 -1 1+ 92 ? y4 4 8
3
8 6 4 2 2 D% v y3 y7 2y5+y3
-3 3 5 3 7 5 '3
+y Y ;_6 vty etc.ﬁetrursus/%anwnT— 3 1 3 =+ v g 3
P
9 7 5 3 ete.
16

Habemus ergo duos ipsius w valores infinitos; et possemus habere adhuc plures. Porro
ope harum duarum aequationum ® et ) valorem ipsius w exhibentium poterit vicissim
ipsa y. inveniri ex data w. Quod ita fiet: Si duas diversarum aequationum infinitarum
determinationes, ordine assumtas coniungamus, eo tantum observato, ut ex una excerpa-
tur valor iusto maior, ex altera valor iusto minor, ita enim semper obtineri poterit valor
purus; iusto maior vel iusto minor, semperque accedetur magis magisque ad verum, et
seriei finis in ipsam quantitatem desinet.

Sit in exemplum w 0 b — cy + dy? — ey? etc. et rursus w n ny — py? + qy> — ry* ete.
eritwnb—cy. etwnny.etyn %, itemque y n wTib
ny-—w ey w—l;—i—cy.

—b — dw -1
v d+cy il w.seuwp—bp—l—cyprldny—dw.etﬁetynw

valorem certis modis in duabus valoris 32, determinationibus inserendo duae possent

Rursus w n b — cy + dy?. et w 1 ny — py?. fietque y2 n

Ergo quem

dn — cp

haberi determinationes purae, sufficit tamen haec una. Et ita continue pergendo.
Incidit hic compendium egregium in tollendis potestatibus excerptarum determina-
tionum; quod alioqui difficile admodum et molestum. Compendium autem in ea consistit:

ut ubique valorem purum prope verum proxime praecedentem, nunc excedentem nunc

4 ergo (1) duas aequationes infinitas (2) duos L 4f. Porro (1) duae aequationes ipsius (2)
ope L 6 fiet: (1) Si (a) fiunt d (b) ex una (c) unam ex aequat (d) ex qualibet aequatione unam
excerpamus (aa) aequat (bb) determinationem, semper a minus (2) Si (8) Si ex duabus aequationibus
duas semper determinationes conferamus (4) Si L 7 coniungamus, (1) primam maius (2) eo L
10f. desinet. (1) |Sit streicht Hrsg.| w n by (a) + (b) —cy? +dy (2) Sit L 15 in (1) aequatione
(2) aequationibus (8) duabus L 16 haberi (1) aeq (2) determinationes L 16 f. pergendo. (1) Ut
iam in usu unius aequatio (2) Incidit L 19 ubique (1) determinationem proxime praecedentem (2)
pr (3) valorem (a) prope (b) purum L
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deficientem substituamus, ita enim nihilominus ultima determinatio desinet in quanti-
tatem quaesitam. [Imo error est, ita enim omnes errores a primo ad ultimum usque in

unum confundentur. Coeptae ergo viae est insistendum.]

2f. [Imo ... insistendum]: Die erste eckige Klammer stammt von Leibniz, die zweite ist vom Her-
ausgeber erginzt.
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63. DE SERIEBUS CONVERGENTIBUS
[Juni 16767]

I"Jberlieferung: L Notiz: LH 35 II 1 BL.179. 1 Ausschnitt ca 20,5 x 1,8 cm. 21/2 Z. auf
BL. 1791°. Bl. 179 v° leer. — An der unteren Schnittkante Reste fremden Textes.
5 Cc 2, Nr. 00

Datierungsgriinde: Die schwer zu datierende Notiz ist offenbar wahrend des Parisaufenthalts ent-
standen; mit den konvergenten Folgen von J. Gregory befaf3t sich Leibniz gehduft im Juni 1676.

Si fingatur valor sectoris seu polygonorum seriei convergentis in
numeris dari, nemo mortalium scire potest, an non eodem modo componatur ex terminis
10 convergentibus. Ideo ne ad xpit¥iprov quidem servit.

8 polygonorum erg. L
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64. SERIES CONVERGENTES DUAE
[Juni? 1676]

I"Jberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 Bl. 311. 1 Bl. 2°. Ca 3/5 S. auf Bl. 311 v°. Von dem
Blatt ist oben ein Streifen von ca 3 cm abgeschnitten worden. Auf Bl. 311 r° stehen zusétz-
lich Cc 2, Nr. 1456 (Druck in einem spéateren Band der Reihe) und De angulo contactus,
LSB VII, 1 N.32.

Cc 2, Nr. 1455

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist von Méarz bis August 1676 belegt. Mit den
konvergenten Folgen von Gregory befafit sich Leibniz gehduft im Juni 1676.

a b.
2ab a+b
A a+b. B 2
2AB A+ B
W ayp B0

Series convergentes duae una a. A. (A) etc. altera b. B. (B) etc. Factum
ex ipsis semper est ab. Nam AB n ab. et (A)(B) n AB. ergo (A)(B) n ab. Haec series
est convergens seu differentia inter duos terminos tandem minor quavis quantitate data:
Nam refert eam Gregorius in responso ad Hugenium Transact. Tul. 1668. et summam
invenit. Sit ultimus terminus unius convergentium z, alterius etiam z, erit 22 n ab. et z n
Vab.

Similiter quandocunque quantitas habetur eodem modo composita ex terminis pri-
mis a.b. quo ex secundis A. B., inveniri potest terminus ultimus. Ego id addo, si esset
una tantum series a. A. (A4). et quantitas daretur eodem modo composita ex a. et A.
quo ex A. et (A). haberetur etiam terminatio. Quia in seriebus replicatis suppono ter-

minos ultimum penultimum et antepenultimum differre quantitate minore quam quae

18f. y/ab. (1) Eodem modo (2) Similiter L 22 seriebus (1) convergentibus (2) replicatis L

16 Gregorius: J. GREGORY, Answer to the animadversions of Mr. Hugenius, Philosophical Trans-
actions III, 1668/69, Nr. 37 vom 13./23. Juli 1668 S. 733.
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assignari possit, nempe differentiam terminorum a. A. (A). etc. tandem fieri minorem
qualibet assignabili quantitate. Serierum replicatarum consideratio longe maioris est usus
quam convergentium(,] patet ex illis quae duxi aliquando ex methodo tangentium inversa.
Potest adiungi convergentia, cum consideramus duas curvas hoc modo expressas, serie
replicata, se intersecare alicubi. Quaeratur hoc modo punctum intersectionis. Observo
series convergentes Gregorianas plerasque omnes hoc habere, ut si ponantur a. b.

a a a a
aequales sint et A. B. aequales. Si a n b. erit seu
2a? a+a
a a
a-+a 2

Videndum an idem semper in caeteris, non puto esse necesse.
Porro ex regula de compositione simili; exhibente terminationem, videtur semper
aequatio transcendens inveniri posse, ut Gregorius exprimit hoc modo seriem pro circulo
a b
et hyperbola convergentem. a. triangulum, b. trapezium,
2ab
Any/ab ot vab nB
finis seriei sector, termini seu membra polygona inscripta et circumscripta, quaeritur
quantitas eodem modo composita ex a. b. quo ex A. B. Sit verbi gratia a* +b n A¥ + B.
fiet aequatio haec: a* + b (;) \/abw + L‘b. Cuius aequationis ope si inveniatur w.
a+/ab
poterit etiam ultimus terminus seriei, seu sector inveniri, nam inventa w. utique erit nota
a® +b. Sit sector ignotus z. erit z¥ 42z 1 a* + b. Adeoque inventa w. habebitur et z. quod
cognitae
erat faciendum. Ecce ergo analyseos genus pro circulo et hyperbola. Porro: hinc videtur
sequi ex data circuli quadratura, dari et quadraturam hyperbolae; eodem enim prorsus

2 quantitate (1) Observo series eiusm (2) Serierum L 12 ut (1) invenit (2) Gregorius L
14+16 trapezium, (1) terminus (2) finis L 17 composita ex (1) utroque, (a) trans (b) sit (2) a. b.
L 21 erat (1) demonstrandum (2) faciendum L 22 circuli (1) et hyperbol (2) quadratura, L

3 duxi aliquando: vgl. N. 39. 12 Gregorius exprimit: Vgl. J. GREGORY, Vera circuli et hyperbolae
2ab 2b+/ab

quadratura, 1668, Scholium zu prop. V, S. 15. 15 L: Richtig wére ﬁ; vgl. die Erl. zu
a+ +/ab b+ +/ab

S.758 Z.7.
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modo componitur sector circularis quo hyperbolicus. Saltem illud certum, eandem z.
aliter inveniri posse, in hyperbola ex eo quod scimus logarithmos simpliciter ad eam rem
servire. Sed ut verum fatear non video quomodo hinc sequatur eodem modo componi in
circulo. Potuissemus aliter assumere infinitis modis. Sit v. g.

a“’ +b" +rn \/abw—l—B”—i—r.

Et talia possunt fieri infinitis modis. Et divelli posset etiam talis aequatio in duas.

Tota difficultas in his absolvendis in eo est, ut datis a* + A“ n e. inveniamus w. Hoc
ita tento dividamus e. in duas: e — y. et 4+ y. fiatque: a* + A¥ ne — y + y. et dividatur
in duas: a¥ ne—y. et A“ ny. Sed iam video id, si y. incognita esse inutile.

22 + 4% n . Quaeritur relatio ad 2. Si aequatio a®* 4+ A“ n e. reduci potest ad
aequationem b“ n e. poterit quadratura circuli reduci ad quadraturam hyperbolae; et
aliae omnes.

Sia® + A n b. donne C¥ n d. sitque rursus aliunde e* n f. et w. et f. inveniri
possunt ex quad. hyp. Poterunt omnes quadraturae solvi per quadraturam hyperbolae.

2 hyperbola (1), et generaliter quidem ope (2) ex L 3 servire. (1) Quod si fiat ope ipsarum, a. b.
(2) Sed ut (a) mirum video (b) verum L 4 circulo. (1) Caeterum aequatio 1. poterit dividi in duas,
hoc modo: (2) Potuissemus L 12f. omnes. (1) Imo hinc sequetur aliquam hyperbolae portionem posse
quadrari, seu aliquem logarithmum posse inveniri; si scilicet series convergens sit summabilis aliunde,
hac tamen methodo reduci poterit ad duas eiusmodi aequationes ubi bis idem logarithmus in diversis,
unde, si hae reducibiles ad unam (2) Si L 13 e nf. (1) quadratura (2) et L
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65. THEOREMA ANALYTICUM DE MAXIMIS ET MINIMIS
[April — Juli 1676]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 V 14 BI. 15. 1 Streifen 20,7 x 4,7 cm. Unterkante stark ge-
schwungen. 2 S. — Auf LH 4 V 10 Bl. 63 v° Teil der Stufe (1) der Lesart zu S. 803 Z. 4. Auf
5 Bl.631° Extensio interminata, LSB VI, 3 N.66. Die beiden Streifen bildeten urspriing-
lich zwei zusammenhéngende Teile eines Blattes. Vor dem Zerschneiden schrieb Leibniz
den Text der Riickseite darunter noch einmal an, danach strich er die so entstandenen
Fragmente durch.
Cc 2, Nr. 1139, 00 tlw.

10 Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist fiir die Monate April bis Juli 1676 belegt.

Theorema analyticum pulcherrimum de maximis et minimis:

d d
b
c c
b—d
15 A D B C

AD nd. AC n b+ c Sit AB ad BC ut z. ad v. erit b°c” n d*,b+c—d s
b c

b: btc—d”©
modo supponatur d. differre a b. et esse minor quam b + ¢. Ergo p M vre—d . Ergo
c
b —d®  b—d*
d? I c
si ponatur b n d erit:

quoniam a posteriore nimium aufero. Ergo divisis omnibus per b — d

16 AD... b+ c. Am Rande erg. L 18 quoniam ... aufero erg. L 19 si...bpnderg. L

11 Theorema: M. Riccl, Ezercitatio geometrica de mazimis et minimis, 1668 [Marg.], Problema
primum S.9; vgl. LQK, prop. XV S.56-58.
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b b2 2d + b2 3d? ete... b AR 4+ dF 1O r]b”*l—#b“*Zdletc.4—b1d”*24—d”*1D
d? cv

et © M f
D>
Nota termini componentes ® pariter et componentes ) sunt progressionis geometri-
cae. Et haec redibit ad theorema Slusianum, qui in Miscellaneis cap. [4.] ita ait: Notum
est (ait Slusius) in serie trium arithmetice proportionalium maximam ad mediam habere

minorem rationem quam habet media ad minimam. Ideo quadratum mediae esse maius

r
facto sub extremis, sed non aeque nota est propositio universalis A b ¢ D g F arithmetice
crescentes. A minima. Numerus excessus inter A et D est r. inter D et F est ¢. Aio fore

Al pa

D "F-

4
2f. n ~ (1) Si b. non poneretur maior d. idem contingeret tamen ab altera (a) parte (b) parte,

versus C seu pro b. (aa) substi (bb) semper intelligenda ea quae maior pon (2) Nota L 4 Miscel-
laneis | cap. 9. erg L, dndert Hrsg.| ita ait: (1) Notum est | ait Slusius erg. | in serie trium arithmetice
proportionalium maximam ad mediam minorem habere rationem quam habet media ad minimam. Ideo

quadratum mediae maius esse facto sub extremis, sed non aeque nota est (a) ut (b) propositio universalis
r
AbcD gF arithmetice crescentes. A minima. Numerus excessum inter A et D esto r. inter D et F esto
z
q. Aio fore o N Fi. Unde etiam demonstrat (aa) esse (bb) si magnitudo quaelibet dividatur in ratione

numeri ad numerum fore productum ex dignitatibus partium, quarum exponentes sunt iidem numeri,
erit omnium similium maximum. Sive postremum de maximo producto etiam sic enuntio
a—b b b
b . b : o
- b’ b-a necl,a—c (2) Notum L 9 z L andert Hrsg.

——
b
AN— —a

v—1

v—1
1 Y: Der richtige Wert von ) ist Z( &

k=0
Corollarium S. 8f. 4-804,3 theorema Slusianum: Mesolabum, 1668 [Marg.], S.114-117. — Bereits

) b1k (—d)*. 3 Nota: vgl. M. Ricct, a. a. O.,

1673 hat Leibniz eine englische Ubersetzung des Theorems aus der Besprechung in den Philosophical
Transactions IV Nr.45 vom 25. Mérz/4. April 1669, S.906 kennengelernt (s. Cc 2, Nr. 500).
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Unde etiam demonstrat si magnitudo quaelibet dividatur in ratione numeri ad nume-
rum fore productum ex dignitatibus partium, quarum exponentes iidem numeri, omnium

[similium] maximum.

Hoc postremum etiam ita enuntio: —__ bb, b—a n cb, a—c

3 possibilium L dndert Hrsg.
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66. DE SERIE AD CIRCULUM PER DETERMINATIONES
[Mérz — August 1676]

I"Jberlieferung: L Konzept: LH 35 XIV 1 Bl.122. 1 Bl. 4°. 1 S. auf Bl. 122r°. Bl. 122 v° leer.
Cc 2, Nr. 1207

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist von Mérz bis August 1676 belegt.

ya
Y T =
2?2 nax —y? seu 22 N —y>.
a
[Fig. 1]
2
. _ 2 2 . . .
In circulo ax — x* n y°. a. diameter. z. sinus versus. y. rectus. Hinc x n . et
a—zx
dividendo:
6 seux?nx—y?erg. L

7 Fig. 1: Leibniz verwechselt bei der Beschriftung der Figur x und y; der Irrtum beeintrachtigt die
Uberlegung S.807 Z.14 — S.808 Z.2.
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xn

zn
@ n

zn

@

@

z

2+ 3% —

y2+4y21 _

y2+ 5y2:1c _

2y

3y

4y4

Yy x y -z
+ +
at ab
+ y? o
——
V2a? —yts
~~
vz -y
-
2z —2y
vz —y*
+ y6
+ 3y6 - 2y4x

T +y

6

+y2175
———

y2a® —20%y* oS
~ ——

+y2x _ y4 _ y4x _ 2y4m 4 2y6

y°x
+
a’
Fy228
——
o223 —3yta? +3y8z — o8
~—
vz —yt — gtz — 3yta + 340

8-14 Leibniz ibernimmt absichtlich nicht alle bei der Umformung auftretenden Terme in die folgenden Zeilen, wie aus S. 808

7.4 ersichtlich ist.
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Ponamusa n 1.

zny? l—znl
2 2
Y l—-y
2 1yt 1 — 2y?
pn VW . y
1 —2y2 1— 2
2 4 2
y =2y 1 -3y
Jd T2 1—
T3, SRl °
y2_3y4+1y6 1_4y2+2y4
rn 2 1 l—=zn 2 1
1—4y? + 2y 1 -3y + 1y
y? — 4yt + 3y° 1 — 5y% + 2y*
T 2 1 l=zn 2 1
— oy + 2y 1 —4y* + 3y
y* — 5yt + 6y° — 138 e 1 —6y? + 5yt — 3y
1—6y? + 5y* — 3yS I_l1—5y2—|—6;g4—1gf"
[Zusdtze]
[Zu S. 806 Z. 2:] 10

Notanda ac solvenda difficultas; cum dicitur:
2

1—192
2
1—92
Ne ergo contraria simul concludantur, considerandum hoc est, quia scimus z n y? +

2

rny?+yz, seux —y?r ny? seuzn potuisse et dici:

yzqu—y2.ety2x—x|'|—y2.etxr|

y2x, tunc si y et o sint minores unitate fore x p y?z. Ergo  — y?z n 9% et o 1 5 15
-y

Posteriore autem modo ratiocinari non licet, nec detrahere, nisi quod constet esse minus.

2-8 Darunter: |Semper xinl — z[,1 n 3>

Y2
: Leibniz iiber-
1—y2

sieht, dal sich durch den Vorzeichenwechsel die Ungleichung umkehrt. Beim folgenden Versuch, die

2-8 In der Vorlage stehen die Z.2-8 neben S.806 Z.1-14. 13-808,2 x n

vermeintliche Schwierigkeit zu beheben, wird er durch die falsche Beschriftung der Figur irritiert.
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Posset tamen sumi y p 1. modo x sit minor, et tunc omnia fient contraria z, autem

necessario maior, alioqui tota series infinita non esset vera.

[Zu S. 806 Z. 6-16)

Forte re recte expensa additiones et negationes alternantur. Videndum et cuinam
ex duabus aequationis radicibus satisfiat. Videtur quin etiam appropinquationes, (ac per
consequens ex appropinquationibus series|)] in meris integris obtineri posse. Si tali scilicet
modo misceantur quantitates, sive aequationes et determinationes, ut divisio fieri possit,
residuis semper commode suppletis, poterunt scilicet ascribi aequationes in certas quan-
titates aut formulas ductae, aliaque id genus. Sed cavendum ne pro quaesitis radicibus
alias immisceamus.

[Zu S. 807 Z. 2-8 :]
Ex his iam satis apparet quomodo sine ulteriore calculo propiores semper ac propio-

res ipsius z valores inveniri possunt.

13 possunt. | Quarum differentiae ipsi x streicht Hrsg.| L
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67. SERIES DIFFERENTIARUM GENERALIS
[Mérz — August 1676]

Uberlieferung: LuT Gesprichsaufzeichnung (Leibniz u. Tschirnhaus): LH 35 VIII 30 B. 146.

1 Bl 2°. 1 S. auf Bl 146 1°. Bl. 146 v° leer. Uberschrift von Leibniz erganzt.
Cc 2, Nr. 1513

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist von Mérz bis August 1676 belegt.

Series differentiarum generalis

[ Tschirnhaus)

o

-3

P
w

SHES]

r S S

z i 2 %60
Y z z
nu—ot wo—pu pr—qw qQY—7rTr 2r—SsY

ut WU wT xy Yz
1 1 1 1 1
f g h i k
un—ot »1 ut »f t7oi tﬁf_w
u g
ot +1 f
ne t o=
U
of +u f fhketc. in inf.
nae L »= L —————————
U U gl etc. Inz
Py +w g
0P U P =
ww
gh+x h
p» wP —
TT
i+ Yy i
qr T, -
vy

7 (1) Quadratura per series differentiarum (2) Series L
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[Leibniz]
r y z w & 1 1 1
1 2 3
P a b ¢ d e f
q g h 1+ k 1
S m n s t T
t voow T
v
w [Fig. 1]
[ Tschirnhaus)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 2 6 12 20
3|11 |50 2 3 4 5
5«5‘51 3 4 5 6
n s 1 1
PR
n fghikins + fghiz + ghikz + hikfz +ikfgz + kfghz fhk ete.
P : tp ———
t fghikz giletc. in z
" fghikin setc. + omnibus productis una dimensione minoribus in 2

ggiillin infinitum in zz

" 7°0t—|—1 i " 7oot—|—u t;oi
{Z {Z ufh gl

n ot +1 n of +u

T~ f [?} 7 fu

n ot 1 n o 1

Ty B

16f. n T andert Hrsg. zweimal
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1 n 1 n 1 n 1 n 1
f g h i k
f+yg |, f ,
— 4+ bricht ab] ——————— [bricht ab
7 [ ] Fahik | ]
[Leibniz, Schréigzeile von Tschirnhaus]
1
0
1
1
1
2
1

{

Lo.a a p 10
——
—_————
a 111 11
11111
1 2 3 45

1 Nebenrechnung, Tschirnhaus: f?giliz fg gh [hf]

13 hg T dndert Hrsg.
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[ Tschirnhaus)
1
1 2 3 4 5 -0
0
1 140
0
1
y y+1 y+2 y+3 6+1
5 a+b ab+ ab + be be bbce
ab b+c
b+c
bb + be
64 + bc+ cc
10 [Figuren ohne direkten Bezug zum Haupttext]

[Leibniz oder Tschirnhaus]

/\ e

[Fig. 2] [Fig. 3]

2—4 Tschirnhaus rechnet im Schema rechts von unten nach oben und schreibt das Ergebnis links
auf den Strich.
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[Tschirnhaus, quer zur Schreibrichtung)

A

DA

[Fig. 5]
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68. DE SUMMIS SERIERUM GENERALISSIMA
August 1676

Die beiden Teilstiicke stehen in engem inneren und dufleren Zusammenhang. Auf zwei Seiten eines
Bogens haben Leibniz und Tschirnhaus wéhrend eines Gespréchs Aufzeichnungen notiert. Vermutlich
unmittelbar danach hat Leibniz den Inhalt weiter ausgearbeitet und schliefflich eine gemeinsame Uber-
schrift (= Z.12f. ) und das Datum (= S.818 Z.10) ergénzt.

681. NOTAE

I"Jberlieferung: LuT Gesprachsaufzeichnung (Leibniz u. Tschirnhaus): LH 35 VIII 30 Bl. 144
bis 145. 1 Bog. 2°. 2 S. auf B. 144 1° u. 145 v°. Textfolge Bl. 145 v°, Bl. 144 r°. Uberschrift
von Leibniz auf Bl. 144 r° ergdnzt. Auf dem Rest des Bogens N. 685.

Cc 2, Nr. 1512

De summis serierum generalissima item utrum termino-

rum rationalium summae possint esse irrationales

[Teil 1]
[ Tschirnhaus)
1 1 1
- 4+ - + - 4+ - y—xp 1 TY PG
T Y z t
- z— t—=z
Y + Yy rpy —1 yy—yra
Ty Yz tz
Lyl LY T
- - - = TP —= -~ +a = ~+a
a b c ' d 772 "V YT TN
Ly byl LY Ly T
z z il _ z . e z
2 6 12 YTy Vg 7TV,
LY L
a 2P —= ~+c
772 V1

1 /1 /1 1 bb — 2ab+aa —2b+2d + 1 1+ 24a
i — 4 — —
2+ 4+ Vel 4+a+2 1 » i
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/1 /1
Z—H) » Z—&-a-ﬁ-l bb » 2ab + 2b — aa + 2a

i

b—

/1
+b pz+a+2 Z+a+1 brpa+1++Vida+1

a—1

1
5 » Z—Fa cprb+1+V4b+1
fFor . r . r 111
T + Y + z + t 136
g I 9/
x Y z t u
f 9 f i f 1 lxz1lzz 1z
r y z t wu 2 234 5 6 v = | we =2 | 27— 2|
1123 45
3 124 816

[Tschirnhaus, auf der Gegenseite]

111

a b c

[Leibniz]

1 1 1 1 . . . .

-+ 5 + -+ 7 Formula unde per comparationem seriei datae summa inveniri potest.

¢

— 1 -1

Jy =g Oy fy—xgnl wl‘lfy czn yQ—yn%.
zy a g Yy f

2f.  Zahlenbeispiele, Tschirnhaus:

2uvV4a+1:3 zuv4b+1:5

gestr.| fy —xgn 1 L 12y2—(1)yf(2)yn%L

1
12 n —-. |xy nfay —xag. xn
a + ag

6 Zur linken Folge: vgl. N.682 S.818 Z.171. 11f. Leibniz nimmt diesen Ansatz in Teil 1 von
Y

N. 685 wieder auf; y?> —y n %: Richtig wire y2 — ? n %. Leibniz fiihrt die Rechnung auf S. 818 Z. 13

nochmals durch, wobei ihm ein anderer Fliichtigkeitsfehler unterlauft. 14 3 ... 5: Wie auf S.814
7.18-20, linke Spalte, angedeutet wahlt Tschirnhaus a = 2,b = 6 und berechnet die Wurzeln.
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[Teil 2]

[Tschirnhaus oder Leibniz]

e, EN ™

[Fig. 1, Tschirnhaus] [Fig. 2] [Fig. 3] [Fig. 4]
A
/ h\
[Fig. 5, Leibniz] [Flig. 6, Leibniz] [Fig. 7]
[Leibniz]
yna? ’yQ x? yx:cyd‘ y n+VVa... —/

(y) —VVz+8

1

— —————— series invenienda pro magnitudine circuli
35 1642 + 16y + 3 pronag

6|y? a2 yxr x y d|: vgl. S.821 Z.17.
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3 5 2y + 1 impar
2 6 10 4y + 2 impar duplus
16y2 + 16y + 4 eius quad.
!
1 Y
11 1 @ +6(y 1
2 Y y+03 y? y:+y
1 p
3 y2
Lo L1
iy 17375
[ Tschirnhaus) [Leibniz]
V2 S
v+ x + [bricht ab
—2V2+V24+ [ |
[Leibniz]
y .. y>+y+b y* +2yB + 5, +y + B(+b)
0 2 X T — 2
cy? +ey+d cy? + 2cyfB + cf?,+ey +eB + d

816,9 Unter der linken Spalte, Tschirnhaus mit Ergdnzung durch Leibniz:
-1

)i 1
—pl-14+1-14—
[ A e
141
. 1
816,9 Uber W: [Leibniz] [ Tschirnhaus)
1
2 2 1
Y y2+1 v+
14 —1+ T erg. L
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() n L2
—y+08

Y -yt
Semper fieri potest, si y ponatur esse arithmeticae progressionis rationalis, sive ( sit

infinitesima sive non.

5 682. INQUISITIONES DUAE

ﬁberlieferung: L Konzept: LH 35 VIII 30 Bl 144-145. 1 Bog. 2°. 2 S. auf B.144v° u.
145 r°. Textfolge Bl 1451°, Bl. 144 v°. Datum auf Bl. 1451° oben ergidnzt. Auf dem Rest
des Bogens N.687.

Cc 2, Nr. 1511
10 Aug. 1676
[Teil 1]
fghi . . 1111
— = — - series quaesita. — — — - series summanda.
vy zt a b c d
fy—grnl fy—1 a ) , 1 1 ]
E —. et — .et i = -
wna rgo x n nyefy y nga. ety fy+4f2nga+4f2
L+ V4gaf? +1 )1+ /Agaf? +1(=2
Eodemmodoetyrl+ +\/2J€aﬁ ot xl‘l \/gfi
g

15 et z

- +1+ \/4hbg? + 1 e yn —14 +/4hbg? +1
2g 2h

. +1 4+ +v4ich? +1 ot s n —1 + V4ich? +1
2h 21 '

et t

12-16  Dazu am Rande: (Si f.h. per saltus idem, et tantum varient g.i. etc. nihilo-

minus res erit determinata.)

1

11 Tesl 1: Leibniz nimmt im folgendem den Ansatz von S.815 Z. 11f. wieder auf. 13 n ga+ m

Richtig wére 9a ; Leibniz rechnet konsequent weiter bis S.819 Z.6, wo ihm ein weiterer Fehler

1
;e
unterlduft, der die Gleichung fiir f2? in S.819 Z.7 zusitzlich beeintrichtigt. 17 Si ... etc.: vgl
N.68;1 S.815 Z.6.
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esse series decrescens in infinitum tandemque evanescens,

ol

. 1
Ponatur iam —
a

= o =

quaeritur eius summa —. Quaeritur ergo x. Sed ad x. habendum, opus est f. et g. Habetur
x

autem f. ex datis g. et h. et prorsus ut g. ex datis h. et i. et ita porro, nempe aequando
duos ipsius y. valores fiet:
h+ hy/4gaf? +1n —f + f\/4hbg? + 1 et 5
h24gaf? + h% n f2 — 2f2\/4hbg? + 1 + f24hbg? + f? fietque
h? 9
2~ o /ahhg® T 1, +ahbg? — dgahz "

Eodem modo invenietur g¢. ex datis h. i. b. c.

1
ut f. exdatis g. h. a. b. et ita ad inventionem summae —+
a

1 1
7 + — ete. opus erit re adhuc difficiliore, terminatione scilicet summae replicatae modo 10
c

quo dixi, nam et h. ex 7. etc. eodem modo invenietur. Et ad unam inveniendam opus est
sequentibus omnibus.

Hinc ergo potius illud lucrum habebimus ut serierum eiusmodi replicatarum termi-
nationes et expressiones aliaque id genus problemata irregularia possimus revocare ad
quadraturas et inventiones summarum. Si vero inter comparandum in aequatione qua 15
f. quaeritur destrui potuissent h. et g. et eodem modo in caeteris, tunc habuissemus
methodum perfectam inveniendi summam datam.

Jy—gx

1
Quod ut hac methodo facere tentemus, res de integro resumenda: ———— n —. Pro
xy a

1 v
— potuit scribi — et divelli haec aequatio in duas fy — gz N v. et xy N va. et habebimus
a va

fy—gzx
ry
Haec aequatio infinitis modis in duas divelli potest; novis etiam adhibitis arbitrariis ut

I . 1
novam arbitrariam, sed ut generalius procedamus; est n —.seu fya—granxy. 20
a

si ponamus vfya + 5 — N — grav 1 axyv et divellamus in duas ut vfya n N + xyv
et 1 N gxav. Tta duas habebimus arbitrarias, sed et plures licebit facere; ipsis scilicet

3 prorsus ut erg. L 9 inventionem (1) seriei (2) summae L 13 ut (1) seriei (2) serierum
eiusmodi (a) hoc modo ad (b) replicatarum L 14 expressiones (1) |possimus streicht Hrsg.| rev (2)
aliaque L 20 procedamus; (1) quoniam est aeq (2) est L 23 plures (1) quaerere (2) licebit L
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incognitis, x.y. f.g.h. plures earum ascribendo potentias; arbitrariis quantitatibus affectis;
undeque aequationes evolvendo novissima aequatio qua f. ex datis a.b. et g.h. invenitur,
debet esse talis, ut destruantur in ea ipsae g. et h; et inventa erit summa seriei datae. Imo
maior difficultas subnascitur in aequationes comparatitias quibus arbitrariae assumtae
invenientur nec ingredi debent a. et b. Ergo debent totidem aequationes collatitiae quot
sunt diversi modi quibus in aequatione ultima pro f. a.b.g.h. combinantur. Alioquin enim
arbitrariae quae sunt constantes explicarentur per a.b. etc. inconstantes, nisi forte ipsas
arbitrarias quoque reddere velimus inconstantes quod non simplici explicatione ipsarum
z.y.f.g.h. per formulas, sed divulsione fieri debet, ut si in aequatione fya — gra n xy
scribas fya + Ny + 2 + 1y? idemque facias de z. et f.g. separatim; imo et de zy.xg.zyf.
—Ny — 2 — 12
aliisque omnibus terminis ex quatuor literarum combinatione factis, atque inde divellas

aequationem in duas. Tunc fecisti quicquid hac quidem methodo ab homine fieri potest:

z—uyh 1
Idemque aliis adhibitis literis fieri potest in sequenti 9=~ 9 n 5 et ita porro. Inventis
yz
ita x.y. et tandem termino ultimo f. explicandae sunt novae assumtae hoc modo, ut
destruantur in illis f. et g. et h. Et haec est pulcherrima et generalissima methodus

divulsionum; quae etiam in methodo Diophanti utilis.
. : g . . :
Loco quod terminos quaesitae seriei —. =. assumsimus ut fractiones potuissemus as-
r oy

sumere ut radices irrationales, item ut radices aequationum, unde adhuc maior complica-
tio. Quid si simplicissime series quaesita fuisset: x.y.z.t. data a.b.c.d. et z—y n a. y—z n b.
sed sic nullae literae supernumerariae, unde et nullae divulsiones; variandae ergo enuntia-
tiones, ut fecimus. Caeterum hic credo omnes methodos inveniendi series in se replicatas,
et proinde problemata methodi tangentium inversae reducere credo poterimus ad quadra-
turas; quod foret pulcherrimum. Ita enim semper curvas eiusmodi possemus describere
modo quem ego introduco, et scire an sint curvae analyticae satisfacientes problemati,

1
4 subnascitur (1) in valores (2) in L 6 prof. erg. L 9 si | pro streicht Hrsg.| in L 14 -
a

L dndert Hrsg. 17f. utilis. (1) Caeterum (2) Loco L 20 a.b.c.d. (1) et modus (2) et L

25 modo quem ego introduco: Gemeint ist die von Leibniz seit Herbst 1675 entwickelte Differential-
und Integralrechnung.
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quia semper quadraturas omnes possumus dare analytice. In methodi divulsionum suc-
cessu debet esse difficultas, quia si succederet aeque facile pro qualibet serie summanda
succederet quia ipsae a. et b. non variant calculum. Sed et bene video istam methodum
non esse naturalissimam, quia non dat impossibilitatem.

9, L
By DM N
[Fig. 1]

\ G

Demonstravi seriei rationalis utcunque infinitae differentias esse rationales, tum ex
eo quod supra dixi de differentiis infinite parvis, tum vero etiam methodo generali hoc
modol:] sit figura ABCY,] summatrix ABF. Si ea est irrationalis, non poterit generaliter
evenire, ut duarum ordinatarum quarumcunque, ut BF, MG differentia sit rationalis.
Quod ita ostendo. Poterit aliqua ex ordinatis quadratricis esse rationalis (nam potest
haec curva alicubi secari a recta aut hyperbola, ita ordinata sit utrique communis, et ea
erit rationalis), ut si a recta PG secetur in G. sitque AP, PM, rationalis ratioque laterum
trianguli ut numeri ad numerum, utique erit MG rationalis. Differentia autem inter MG
rationalem, et BF irrationalem utique irrationalis contra hypothesin.

Non ita facile applicatur hoc ad series numerorumy, | poterit tamen.

Sit aequatio y?> + by + xy + 22 + cxr+dn0 et rursus

(¥)?+b(y) +(x)(y) +(x)? +c(x) +d n 0 sintque . et (z) rationalesy, ]

7 Demonstravi (1) summae ratio (2) serierum rationalium utcunque infinitarum (8) seriei L
12 secari (1) aut a triangulo (2) a recta aut (a) parabola (b) hyperbola, ita |ut eius gestr.| ordinata L
13 rationalis) (1) vel etiam assumi potest rationalis ordinata (2), ut L 13 ratioque (1) lineae (2)

laterum L 15f. hypothesin. (1) Eodem enim (2) Non L

8 supra dixi: s.0. S. 818 Z.3f.
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Ty * (y) N 2. Quaeritur an z. possibile sit esse rationalem quacunque posita relatione
inter y. et (y). Hoc patet esse impossibile. Potest enim talis utique poni ut sit differentia

irrationalis.

+ 2+ by + wy + 22 4+ cx [+d
Componantur aequationes n 0.
- ®° = by) — (@) — (@)? — c(z) [~ d

y—(y)nz etz —(r)nwiiet z,+ y +bz +

+(y) [bricht ab]
+ 2y =
y—(y) [bricht ab)]

a b ¢ d eirrationales pleraeque
a—b a—c a—d a-—e
b—c b—d b-—e
c—d c—e
[Fig. 2] d—e

rationales

Patet hoc fore impossibile si vel una ex ipsis a.b.c.d.e. sit rationalis. Hinc etiam a—b, —b+c
rationalis seu a + ¢ — 2b, item a + b + ¢, —3d.
a+b—2c
Ut differentia inter a et c sit rationalis; debet nulla esse litera [bricht ab]

V1—=y/1—/ [bricht ab]

4-6  Darunter: (Hinc ut obiter dicam, derivari poterit regula Slusii tangentium.)

19 sit (1) irrationalis (2) rationalis L

21 derivari ... tangentium: Leibniz bezieht sich vermutlich darauf, da§ die Tangentenregel von

Sluse fiir eine Kurve F(z,y) = 0 mit ¢t = i/ auf der Gleichung |t - Fy(z,y)| — |y - Fy(z,y)| =0
Yy

beruht; vgl. auch die Erl. zu N. 385 S.415 Z.25. — Ahnlich auBert sich Leibniz in Calculus tangentium
differentialis (s. H.-J. HESS, Zur Vorgeschichte, 1986, S.87 u. LBG S.230) vom November 1676.
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Demonstrandum superest quod impossibile sit circulum esse quantitatem rationalem
314159
100000

ad quadratum seu esse numerum vel rationem quae semper satisfaciat huic

1
Ponatur esse fractio g, reducatur ad decimalem n % fiet fn % n 314159 etc.

Sit numerus quicunque multiplicans 10¥ infinitae potentiae modo ipse sit finitus qui
si dividatur per finitum, tandem post certam periodum non producat semper numeros
priores. Examinandum, stabit ita.
v¥ " d+ev+ fv® + ete.

[1] + mv 4+ nv? + etc.

Pro 10 scribamus v, fiet

Pro v¥ ponetur 0 4 Ov 4 0v? + 0v? etc. + v¥ ponendo y infinitam.

141
314159 I

2 huic (1) 341589 ut ti t 2) 3,1459 ad (3
uic (1) utcunque continuataqe (2) ad (3) 200000

5 non (1) relinquat (2)

producat L 7 m L andert Hrsg.
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69. DE SERIE WALLISIANA
[Spatsommer 16767

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 XII 1 BL 7. 1 Ausschnitt ca 16 x 21 cm. Untere Schnitt-
kante geschwungen. 1 S. auf Bl 7r°. Bl. 7v° leer.
Cc 2, Nr. 00

Datierungsgriinde: Das schwer zu datierende Stiick stammt, worauf die durchgehende Verwendung
von aeq. als Gleichheitszeichen hindeutet, wohl frithestens aus den letzten Wochen von Leibniz’ Paris-
aufenthalt.

Secundum Wallisium ratio quadrati diametri ad circulum est
1.3.3.5.5.7.7.9.9.11.11 etc.

2.4.4.6.6.8.8.10.10.12.12 etc.
3.3.5.5.7.7.9.9.11.11 etc. \/ﬁ 3.5.7.9.11 etc.

t .
1.4.6.6.8810.10.12.12 ¢tc. Y0 16.810.12ctc.
Sed hinc colligo expressionem Wallisianam posse quidem haberi pro appropinqua-

aequ. .

Ergo fiet 2 [ aeq.

tione, cuius apparet continuabilitas in infinitum, sed non pro exacta expressione per
infinitam seriem consideratam semel in universum, nam exprimendo per suppositam con-
tinuationem in infinitum, oritur absurdum, nam omnes numeri numeratoris tolli possunt,

quia habentur eorum multipli in nominatore, si uterque in infinitum continuatus intelli-
1

itur, et ita staret v/2 . |
gitur, et ita staret V2H aeq. oo oo e, Y 816,24 ete,

quod est absurdum, fieret

1
64.256.576 etc.

enim V 200 quantitas infinite parva. Similiter fieret 20 aeq.

1
64.1. 64.4. 64.9. etc.’

seu 2 [ aeq.

1.3.5. .5.7.9.11.1 1.3.3.5.5.7.7.9.9. 11.11. etc.
9f. est (1) (2)3579 3 (3) 3.3.55.1.1.9.9 L 14 universum, (1) cum
4.6.10.12.1 2.4.4.6.6.8.8.10.10.12.12. etc.

enim hoc (2) nam L 15 absurdum, (1) dividendo enim omnes (2) nam L
1

19-825,1 51 64 649 ot | Itaque streicht Hrsg.| Itaque (1) sic (2) potius (a) dicendum est (b)

3.3.
exprimendum est, (aa) — (bb) [ esse (cc) ad L

9 Secundum Wallisium: Arithmetica infinitorum, 1656, prop. 191 S. 178-182 (WO I S. 467-469).
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Itaque potius exprimendum est, ad [0 continue appropinquari per hos valores

3.3 3.3.5.5. 3.3.5.5.7.7. 3.3.5.5.7.7.9.9.

24 " 2146 Y 244668 " 244668810

3 3.5 3.5.7 3.5.7.9 3.5.7.9.11

et 2\/5”\5 vl 78 Y deva Y T6sy5 Y Tesi0.06 O
3.5.7.9.11.13
1.6.8.10.12./7

vel 2\/IZ||'|3 vel 35 vel ST ve 5£ ve 7911 ve 7'9'2 vel 5

V2 4.4/3 8.\/4 8.8.4/5 8.16./6 8.16.12.,/7

9.11.13.15 9.11.13.15.17 11.13.15.17.19 11.13.15.17.19.21

Y = ve —_— ve P ve —— Ve
8.16.24.,/8 8.16.24.16,/9 8.16.24.32,/10 8.16.24.32.20,/11

13.15.17.19.21.23
8.16.24.32.40,/12

Et proinde series Wallisiana est proprie appellanda finita indefinita, seu quae alicubi
finienda concipi debet, licet non exprimatur ubi.

et ita porro.

Ex istis approping. fit 10
[] diam. ad circul.
9 8 9 8 A
225 192 —vel in numeris —225 192 B
11025 9216 ——minoribus — 1225 —— 1024 C
893025 —— 737280 —— 19845 ——— 16384 D 15
108056025 — 88473600 ———— 160083 —— 131072 E

. 1
5 vel 2/ n (1) 35 (2) 316203215 (3)\/% L 9 concipi (1) potest, licet (2) debet L
9 1
9f. ubi. (1) [J diam. 9 225 1225 |19845 Dazu gestr. Nebenrechnung: 3 f1+ 3 (2) Ex L
ad ut
circ. 8 192 | 1024 | 16384
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Ratio A dat quotientes 1,8‘ B, 1,51,4,2 ‘ C,1,5,10,1,1,2,1,2| D, 1,4, 1,2—1—%
398
E, 1,4,1,1,13 + Tois
825,12-14
Nebenrechnung: 9
25
225
_ 49
2025
~900
11025
81

1 B, 1,5, (1) 10,1,1,2,1 (2) 1,4,2 |, 1 streicht Hrsg.||C L

1 quotientes: Es handelt sich um die Quotienten der Kettenbruchentwicklung.
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70. DE SUMMA NUMERORUM QUADRATORUM RECIPROCORUM
[Juni 1674 — Anfang Oktober 1676]

["Jberlieferung: LuX Gespriachsaufzeichnung (Leibniz und Unbekannter mit zusétzlichen
Bemerkungen von Leibniz): LH 35 VIII 30 B1.100. 1 Ausschnitt ca. 16 x 20 cm. Links
oben ein Stiick ca. 7 x 11 ¢cm unregelméfig herausgeschnitten. Darunter am linken Rand
unregelméfBige, am unteren Rand schrige Schnittkante. 1. S. auf Bl. 100 r°. Bl. 100 v° leer.
Uberschrift und Text Z. 16 f. erginzt.

Cc 2, Nr. 1210

Datierungsgriinde: Die schwer zu datierende Gesprachsaufzeichnung ist offenbar wéhrend des Pa-
risaufenthalts entstanden; die Verwendung des Waagebalkens als Gleichheitszeichen deutet auf eine Ent-
stehung nicht vor Juni 1674 hin.

[Leibniz]

Summa fractionum quarum [nominatores]
sunt quadrati ordine. Idque per appropinquationem,
methodo iuvenis Galli.

Inventum iuvenis per-ingeniosi, natione Galli, qui mihi communicavit coram, et quem

ab eo tempore non vidi.

[Fremde Hand)]

c 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 4 9 16 25 36 4 64 81 100
Al 11
1 9 25 49 81
1 1 1 1 1
B z - . = . = . =
4 16 36 64 100

13 (1) Series (2) Summa L 13 numeratores L dndert Hrsg.

15 iuvenis Galli:Nacheiner Vermutung von J. E. HOFMANN, Leibniz in Paris, 1974, S. 177 f.
handelt es sich bei dem Unbekannten um dieselbe Person, deren Identitat Leibniz 1695 im Briefwechsel
mit G.-F.-A. de L’Hospital und 1697 mit Johann Bernoulli zu ermitteln versuchte (s. LMG II S.276f.
u. 280 sowie LMG III S.362f.).
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1 1 1 1
Bn-C. A—-- nB. A—— nB-—-.
n 1 C 1 n Rursus 1 M 1
3 3 1 1 3 1 1 1
ErgoAn- C. E -C—--n-=C. E -C—=n=-0C- -.
rgo r|4C rgo4C 1|‘|4C rgo 4C 1|‘|4C’ 1
1 1 1 1 1
Ergo EC”I' Ergo iCﬂIfZ.
2 c o 1 1 n 1 1 . 1 n 1
4 1 4 9 16 25 36 49
[Leibniz]
6 1 1 1 1
- - - = — - = et
s Y1 T 61 ¢
4 Leibniz, quer zur Schreibrichtung, der letzte Bruch von fremder Hand:
820 821

La somme de la progression des fractions des puissances tombe entre: et ——.
Prog P 1000 " 1000

1
4 —— X dandert Hrsg.
49

6 3 C' : C steht hier fiir die Summe der reziproken Kubikzahlen, nicht wie zuvor fiir die Summe

der reziproken Quadratzahlen. 8 La somme: Es handelt sich um eine nicht ganz korrekte Ndherung
fiir den Wert der alternierenden Reihe der reziproken Quadratzahlen, der zwischen 0,822 und 0,823
liegt.
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71. LOGARITHMI COMPARATI CUM PROGRESSIONIS HARMONICAE
SUMMA
[Juni 1674 — Anfang Oktober 1676]

Uberlieferung: L Konzept: LH 35 V 14 B 16. 1 Zettel ca 18 x 6 cm. Oberkante geschwungen
mit Spuren fremden Textes. 1 S. auf Bl 16r°. Bl. 16 v leer. Uberschrift erginzt.
Cc 2, Nr. 1140

Datierungsgriinde: Die schwer zu datierende Aufzeichnung diirfte wahrend des Parisaufenthalts
geschrieben sein; die Verwendung des Waagebalkens als Gleichheitszeichen deutet auf eine Entstehung
nicht vor Juni 1674 hin.

Logarithmi comparati cum progress. harm. summ.

nl—z+22—242%ete.
142

1 1 1
Quemadmodum 1 3 3 etc. reciprocorum hyperbolae summae logarithmis pro-
portionales; ita reciprocorum hyperbolae cubicae summae altiori cuidam proportionales;

11 1 1 1 .11 1 1 . .
nempe 1356 10 & (: sive 1" 7 9 16 nam haec in lineis coincidunt :) ex
1 1 1 1 1
1 —1+44 41-4+9 —144-9+16 +1—-4+9—16+25

addas, et ad unum reducas nomen seriem eiusmodi infinitam non est difficile in lineis, quia

etc. Quae ut in unum

quadratura hyperbolae cubicae habetur, videndum quae sit eius analogia ad logarithmos
seu summam hyperbolae quadraticae.

18 Darunter: Error

1 1 1 1
11 (1) — (2 3 n 5 L 12 dmod
()yQ—()a2+y2+2ya()1+y272y (4)1+Z2()1+Z Quemadmodum
—
L 1 111 , ‘ .
(1) — reciproca (2) 5 (3) 13 3 etc. (a) reciproca | hyperbolae streicht Hrsg.| (b) reciprocorum L
y

17 videndum |tantum gestr. | quae L

12 f. summae logarithmis proportionales: Leibniz vermengt in unzulassiger Weise Reihensummie-
rung und Kurvenquadratur. Er erkennt schlieSlich die Fragwiirdigkeit seiner Argumentation, schwacht
die SchluBbemerkung ab, indem er in Z. 17 tantum streicht, und markiert den Text mit Error.
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72. DE SERIERUM DIVISIONE ET SUMMATIONE
[Mitte Oktober — November 16767]

I"Jberlieferung: L Konzept: LH 35 XIII 3 BL.265. 1 Bl. 2°. 11/2 S.
Cc 2, Nr. 1542

Datierungsgriinde: Das vorliegende Stiick ist auf Pariser Papier unsicherer Datierung geschrieben.
Die Verwendung der Symbolik von Differential- und Integralrechnung zeigt, dafl N. 72 nicht vor November
1675 entstanden ist. Der Gebrauch von = als Gleichheitszeichen spricht hier eher fiir einen Zeitpunkt
nach der Abreise aus Paris. Bei seinem Londonaufenthalt in der zweiten Oktoberhélfte 1676 hat sich
Leibniz z. B. mit der Division von Reihen bei Newton auseinandergesetzt (vgl. LSB 11,1 N. 98 S. 666 u.
675).

[Teil 1]
[Der Text beginnt mit dem Divisionsschema S. 831]

1) 1la+12a*+13a*+14a* +15a° +16a° +17a” +18a% + 190" +20a'? 21a*! 224"
a? 11a®>4+12a* +13a° +14a° +15a" +16a® +17a°+18a'° 19 20
a® 11a* 12 13 14 15 16 17 18 19
1112 13 14 15 16 17
1 12 13 14 15 16
11 12 13 14 15

11 12
11=1 12=0 13+11=0 14+124+11=1 B+13+12=1
16+14+134+11 =0 174+15+14+12+11 =0 184+16+15+134+12+11 =0

19+17+164+144+134+12=1 204+18+174+15+144+13=1
21 +19+18+16+15+14 =1

11=1 12=0 13=-1 14=0 15=2 16 =0 17=-3
18 = -2 19=5 20=5 21 =-4

13 Die Zahlen 11-22 stehen fiir die Koeffizienten der Potenzen von a; vgl. KNOBLOCH, Ubersicht,
S.29-39. 16-19 Die Zeilen miiffiten im Schema um eine Spalte weiter rechts stehen. Der Fehler
beeintrachtigt den folgenden Koeffizientenvergleich ab Z.21.
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831

divisor dividendus quotiens a — a® + 2a°
1
a
o2
3 —ad
!
a® +a5 + a®
ab + ab
a7 a7 _J
8 a8 _ a8
a® + a
10 1 ql0 4 92g10
ol Ll 4 9q1!
al?
ol3 ERE 13
ol4 ol 14
15 L
o6 1 oglt
al? Tal7 12417
ol8 1ql8 192018
ol9 1 ql? 1 gl
020
a2 _a?! _ g2t
022 —a?2 22
023 a2
024 a2
025 1 g2
026 126 192426
a27 12T 12427
028 128 + o
029 12 + a2
divisor dividendus 1™ dividendus 29"  dividendus

3tius

+ a
—3a”
—3a®

+2a10

[bricht ab]

1-32 In der Vorlage sind die Spalten als Zeilen angeordnet.
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832 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N.72

[Teil 2]

y=a’+ a4+ a4+ ab + a'? ete. } itaque si datur y } quaerendo

ady=0 +1 a'+ 3a®+ 6a®+ 10a! ete. dabitur et dy tangentem
a Y = a + 9a” + a’ + a - etc. ineae cuius
2dd 1 a'+ 9a®+ 36a5+ 100a'° li i
1 LS| 1 1
5 —fyda = T + 3 a® + i ab + 0 a0 ete. ordinata
a
1 [F==— a1 4 1 4 1 4
E/fydada T+§a +%a +ma etc. esty
y=a® +a' +a® +d® + da* + d
f p al N (L2 N 0,3 N a4 N CL5
a - i i - -
Y 1 72 73 T4 5
ITda a' n a? n a’ n a* "
a— — — — —  etc.
vaay 1 "4 "9 "6
. o1 1 1 R . .
10 Hinc cum a = 1. prodit 1 + 1 + 9 etc. Itaque in lineis haberi credo potest huius

seriei summa, sed supposita hyperbolae Ot"2. Methodus autem haec probe notanda est.

4 a?ddy: Die Bezeichnungsweise ist irrefiihrend: Leibniz berechnet ad(ady), anschlieBend die Inte-

1
grale / gda und / — (/ gda) da; bei letzteren fehlen im Ergebnis die ersten Terme der Reihen. In
a a a

7.9 verwendet Leibniz die korrekte Bezeichnungsweise.
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N.72 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676
[Teil 3]
1
i =1—x+2%— 2%+ 2% — 2° etc. Rursus si 1 4 a! + a™ + a™ etc. = x. patet
x
1 1 1 1 2 2
fore [T = §x2. Ergo fiet: 51‘2 = 733”'1 +Exm+1 etc. seu x? = l—i-—le_l + =™
2.3 2.3
Similiter 2° = 3 [ 22. Ergo 2% = ——a!"? 4+ =222 etc.
l.I+1 m.m+ 1
Ergo fiet 1 — z + 2% — 2% etc. =1
_ 2 —Lxmﬂ etc.
[+1 m+1
23 ., 23 o e
[+1.0+2 m+1.m+2
234 gy 2.3.4 ks
I+ 1014+21+3 m+1m+2m+3
Ergo si z = 1+ a* + a® + a'b erit
1 2 2.3 2.34 2.3.4.5 2.3.4.5.6 2.3.4.5.6.7
1—y= =1-= ik 3 4 5 6 ot
R 1°T12% T 123" T1234% T 12345% T123456"
2 . 23, 234 .
5 56" T67"
2.3
a2y =a® - Ia?’ + Ea4 etc
6 6_ 2 7
a’y =a’ — Ia etc.
. 1+ a2 +ab + a2 4 ¢20
Quae tandem faciunt: T+t + a1+ ol ote.
1 _|1+gestr.|a4+a9+a16 1 1

2 (1) ————— =1

1 1
2) — L 3 =x*’=|= tr. | =
1+ at +a% 4 alb ()l—l-x 2" |1X+g€ST‘1

2 2 - 2.3 2.3
XL 3 seu x2 = |=x + gestr.| ——x'T1 L 4 Ergo x* = | Z=x + gestr. | ——=xT1 [
1 1+1 1.2 L+

10 1—y=erg. L 13 aby ... etc. erg. L

oo o0
2
2-13 Leibniz dividiert die Reihe Za"“”rl) durch Za" , indem er zuerst den ersten Term des
n=0 n=0

Zahlers dividiert und dann das Ergebnis fiir die folgenden Terme verwendet. Dabei unterlduft ihm eine

Reihe von Fehlern und Versehen, die er nur punktuell korrigiert.
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834 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 N.73

73. EXPRESSIO SERIEI PER NUMERUM PRIMUM ET ULTIMUM
[Oktober — Dezember 1676]

Uberlieferung: I Konzept: LH 35 XII 2 BL.150. 1 Bl. 2°. Ca 1/2 S. auf BL. 1501° oben
u. eine isolierte Zeile auf dem gegenlaufig beschriebenen Bl. 150 v°. Uberschrift ergénzt.
5 Auf dem Rest von Bl.1501° Cc 2, Nr.1516 (Druck in Reihe VIII), von Bl 150v® Cc 2,

Nr. 1515 B (Druck im Nachtrag zur Algebra in einem spéteren Band der Reihe VII).
Cc 2, Nr. 1515 A

Datierungsgriinde: Das Wasserzeichen des Papiers ist bisher fiir die Monate Mérz bis August 1676

belegt. Dem Duktus nach ist die folgende Aufzeichnung Cc 2, Nr.1516 direkt im Anschlufl an das

10  vorliegende Stiick geschrieben. In dieser Aufzeichnung bezieht sich Leibniz auf J. B. TAVERNIER, Les siz
voyages, 2 Bde, Paris, 1676 (,achevé d’imprimer* 1. Oktober 1676). Wie aus seinem Brief an Ferdinand

von Fiirstenberg vom Dezember 1676 hervorgeht (LSB 1,2 N.209 S.239), hat Leibniz das Erscheinen

des Werkes noch vor seiner Abreise aus Paris (4. Oktober 1676) registriert.

Expressio seriei per numerum primum et ultimum et
15 ita inventio summae facilis dum omnes per eandem quantitatem
constantem exprimuntur

Variis modis series exprimi possunt utiliter: ex caeteris unus est in quo omnes ope

termini primi et ultimi, ubi semper variat expressio pro alio atque alio simul sumtorum

numero. Talis autem expressio semper ex proprietate essentiali derivari potest, ut in

20 arithmetica: a. b. ¢. et ¢—b aequ. b— a. cta nb.
d b nd—l—b |'|b+e n I_Iol—|—2b+e 2bnd+2b—|—e .
a c e a . c .a+cnN —. — N ———. ¢
2 2 2 2 42
d d+d
bn +e.et2bnd+e.eta+cn$ﬂd+e.
E d er Jrd+e " 3d + le 1d + 3e
rgoaﬂ2 5 1 © an 1 .oen 1
a b c
o5 I_|3a+3c
2a a+c 2c 2
2 2 2

+c

b+d
20 a. b. c. (1)etbn 2 . Jam a. b. c. d. et c aequ. + . Ergo (2) et L
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N.73 DIFFERENZEN, FOLGEN, REIHEN 1672-1676 835

d a b ¢ ¢ 443424+1"d,+1+2+3+4"¢
M

4d 3d+1le 2d+2 1d+3e 4de 4

4 4 4 4 4

Ergo quaesita summa progressionis arithmeticae redit iterum ad summam progres-
sionis arithmeticae, et quidem simplicissimae, nempe summam progressionis arithmeticae 5
1. 2. 3. 4. 5. ab unitate incipientis et per unitates ascendentis. Haec vero ad inventionem
sui supponit se ipsam, id est habetur aequatio.

Naturalis admodum haec est inquisitio, quaerimus enim modum quo summa omnium
ex dato primo et ultimo, (vel primo posito 0 ex ultimo) haberi possit. Quare singuli ex
ultimo explicabuntur, ut summa ex eo possit explicari. 10

[Isolierte Zeilen)

[Am oberen Rand] 1

a
a++/ab+ ¥/a?c —/

1 c 2 B A 1
+ J—

. . . 1
[Auf der Riickseite, gegenldufig] bre Ny =12 + ERE i H0+1

2-4  Nebenrechnung zur Streichung, nicht gestrichen:

f+g 3d+1le a f g
a+cn an —nd+=+=
2 2 2 2 2
44+3+2+17d,+1+2+3+4"e¢
2-4 [fda b ceggestr.|Ergo L 5 arithmeticae, (1)
4 f+g
2

unde (2) et quidem omnis alia (3) et L 7f. aequatio. (1) Nam ponendo (2) Naturalis L 12 1
a

L
a+/ab+ 3/a2c —/

la+b+c+ gestr. |

15 a+cn ftg

: Richtig wére a+c n f+g. Der Fehler beeintréachtigt die restlichen Rechnungen.
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PERSONENVERZEICHNIS

Verfasser bzw. Mitverfasser von hier abgedruckten Stiicken werden mit der betreffenden Stiicknummer

genannt, ebenso Personen, auf die sich ein ganzes Stiick bezieht. Diese Nummerneintragungen sind zur

Unterscheidung von den Seitenangaben mit einem Stern versehen. Im tibrigen wird nach Seiten zitiert.

Bei Autoren ist zuséatzlich das Schriftenverzeichnis heranzuziehen. Variierende Namensformen werden

nur genannt, wenn sie starker voneinander abweichen. Kursivdruck weist auf den Petitteil hin.

Apollonius v. Perga 3./2. Jh. v. Chr.: S. 126.

Archimedes § 212 v. Chr.: S. 105. 126. 228.
246. 559.

Arnauld, Antoine T 1694: S. 44.

Barozzi (Barocius), Francesco t 1604: S. 97.
Beaulieu, Augustin de T 1637: S. 253.
Bernoulli, Johann { 1748: S. 827.
Blanchard (Freund von Rochas) 17. Jh.:

S. 347.
Bond, Henry { 1678: S. 252.
Bressieu (Bressius), Maurice 1 1617: S. 600.
Brouncker, Willilam, Viscount T 1684: S. 458.

Cardano (Cardanus), Girolamo t 1576: S. 523.
Ceulen s.Ludolph van Ceulen
Collins, John f 1683: S. 2/9. 252.

Descartes (Cartesius), René T 1650:

Ansichten zu in der Geometrie zulédssigen Kur-
ven: S. 484 . 485-486. 492.

constructio aequationum: S. 483. 484. 504.
Fadenkonstruktion der Ellipse: S. 488.
Tangentenmethode: S. /2/. 427. 573.
— Cartesianer: S. 486. 488.

Diophant 3. Jh.: S. 600. 771. 820.

Euklid 3. Jh. v. Chr.: S. 105. 126.

Fabri, Honoré S.J.  1688: S. 225. 228.

Fermat, Pierre de T 1665: S. 25.

Frénicle de Bessy, Bernard { 1675: S. 25.

Firstenberg, Ferdinand v., Bischof von Pa-
derborn t 1683: S. 834.

Galilei, Galileo t 1642: S. 25. 70. 228. 246
bis 247.

Girard, Albert T 1632: S. 52/.
Gosselin, Guilleaume 1 um 1590: N.41*
S. 649.
Gregorius a S. Vincentio s. Saint-Vincent.
Gregory (Gregorius), James t 1675:
Inverse Tangentenmethode: S. 696.
Kontroverse mit Huygens: S. 759. 799.
Konvergente Doppelfolgen: S. 65. 249. 558. 697.
789. 798. 799-800.
Kreisapproximation: S. 105.
Logarithmuskurve: S. 492.
Schwerpunkt der Parabel: S. 495.
Guericke, Ottov. T 1686: S. 346.

Heuraet, Hendrik van f 1660: S. 194-196. 487.
488. 559.

Hippokrates v. Chios 5. Jh. v. Chr.: S. 228.
250.

Hobbes, Thomas t 1679: S. 255.

Hudde, Jan { 1704: S. 207.

Huygens (Hugenius), Christiaan 1 1695:
S. 193.
Kontroverse mit J. Gregory: S. 759. 799.
Kreismessung: S. 105. 225.
Summe der reziproken Dreieckszahlen: S. 3. 365.

431. 712.

Zykloide: S. 486. 558.

iuvenis Gallus 17. Jh.: N.70%.
Kepler, Johannes T 1630: S. 524.

Le Tellier (Steuermann von A. de Beaulieu)
17. Jh.: S. 253.

L’Hospital, Guillaume-Francois-Antoine de
t1704: S. 827.
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Ludolph van Ceulen  1610: S. 105. 726.

Mainz, Kurf. Lothar Friedrich v. Metternich
t1675: S. 271.
Mengoli, Pietro f 1686: N.57*.
Mercator, Nicolaus { 1687:
Hyperbelquadratur: S. 207.
infinitesimale Teilung: S. 128.
Logarithmus: S. 703.
Reihenentwicklung durch fortgesetzte Division:
S. 107. 111. 124. 127. 386. 403. 723.
Michelet de La Chevallerye, Jacobus 17. Jh.:
S. 598.
Monconys, Balthazar de T 1665: S. 253.
Mydorge, Claude { 1647: S. 249.

Newton, Sir Isaac T 1727: S. 830.

Oldenburg, Heinrich { 1677: S. 139. 249.
251. 252.
Ozanam, Jacques { 1717: S. 127.

Pappus 4. Jh.: S. 126.
Pardies, Ignace Gaston S.J. 1 1673: S. 76.
302. 484. 492.
Pascal, Blaise { 1662:
arithmetisches Dreieck: N.532%. S. 25. 30-31.
43. 44. 320. 323. 324. 332. 363.
Pell, John T 1685: Tangenssatz: S. 342. 588.

Renaldini, Carlo f 1698: S. 492.

Ricci, Michelangelo t 1682: N.65*.

Rochas (Freund von Blanchard) 17. Jh.: S. 347.
Vater: S. 347.

Rgmer, Ole Christensen T 1710: S. 486.

R oucy de Sainte-Preuve, Charles-Emmanuel de
+1722: S. 44.

Saint-Vincent, Grégoire de S.J. { 1667:

Hyperbelquadratur: S. 251. 505. 558. 559.
reguldre Polygone: S. 757.
Summe der geometrischen Reihe: S. 72.
Verhéltnislehre: N. 7*. 8. 30. 49. 61.
Sarasa, Alphonse Antoine de S.J. T 1667:
S. 251.
Schooten (Schotenius), Frans van d.J. 1 1660:
S. 342. 486. 588. 697.
Sluse (Slusius), René Frangois Walter de 1 1685:
N.65%. S. 591.
Satz tiber Extrema: S. 803-804.
Tangentenmethode: S. 415. 416. 419. 822.
Snell (Snellius) van Royen, Willebrord { 1625:
S. 105. 726.
Stevin, Simon § 1620: S. 524.

Tavernier d’Aubonne, Jean Baptiste { 1689:
S. 834.

Thévenot, Melchisédech, t 1692: S. 255.

Tschirnhaus, Ehrenfried Walter v. 1 1708:
N.49%. 55%. 67*. 681*. S. 755.

Viete (Vieta), Frangois t 1603: S. 486. 510.

Wallis, John 1 1703: S. 306. 307.
Arithmetik des Unendlichen: S. 102.
Chiffrier- und Dechiffrierkunst: S. 253.
Induktion: S. 183. 751.
Interpolation: S. 558.
Kontroverse zwischen J. Gregory und Huygens:
S. 759.
Quadratrix: S. 492.
Reihenentwicklung durch fortgesetzte Division:
S. 107. 124. 127.
Schwerpunkt der Parabel: S. 495.
Wallissches Produkt: N.69*. S. 792.
Weigel, Erhard  1699: S. 676.
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SCHRIFTENVERZEICHNIS

Das Schriftenverzeichnis (SV.) enthélt die im Text und in den Apparaten angefiihrte Literatur; es ist
zweigeteilt. Autoren, die Leibniz grundséatzlich zuginglich waren, sind einschliefSlich ihrer modernen
Ausgaben im ersten Teil verzeichnet. Neuere Literatur erscheint im zweiten Teil. Unter LEIBNIZ wird
neben seinen eigenen Schriften zusétzlich die fiir diesen Band relevante Leibniz-Korrespondenz erfafit.
Noch nicht edierte Leibniz-Stiicke sind im Handschriftenverzeichnis Teil 3 zu finden. — Jeder Autor und
Sachtitel erhélt eine Leitnummer, die Reihenfolge der Einzelwerke ist chronologisch. Verzeichnet wird
nach Nummern und Seiten, wobei erstere zur Unterscheidung zusétzlich mit einem Stern ausgezeichnet
sind. Nummernangaben erfolgen dann, wenn ein ganzes Stiick einen bestimmten Titel zuzuordnen ist.
Werke mit eigenhéndigen Eintragungen von Leibniz sind mit dem Zusatz [Marg.] versehen. Fiir die
Erwdhnung von Autorennamen ist auch das Personenverzeichnis mitheranzuziehen. Kursiv gedruckte
Seitenangaben weisen auf den Petitteil hin.

SCHRIFTEN DER LEIBNIZZEIT

1. APOLLONIUS v. Perga, Conica: S. 126.
2. ARCHIMEDES
1. De sphaera et cylindro I: S. 228.
2. De lineis spiralibus: S. 246. 2/6. 559.
3. Dimensio circuli: S. 105. 105.
4. Opera: S. 126. 126.

numbers, together with its demonstration.
In: Philosophical Transactions, vol. 3, 1668,
S. 645-649: S. 458. 458.

7. CICERO, De officiis: S. 87.
— CLERSELIER, Cl de [Hrsg.] s. SV. N.8,5.

— DEPREZ, G. [Hrsg.] s. SV. N.31.
3. Barozzi, Fr., Admirandum illud geometri- 8. DESCARTES, R.

1. Discours de la Methode ... Plus La Di-
optrique. Les Météores. Et La Géométrie.

cum problema tredecim modis demonstratum,
quod docet duas lineas in eodem plano de-

signare, quae nunquam invicem coincidant, Qui sont des essais de cete Methode. Leiden

1637 [auch in DO VI S. 1-515.]; Nachdr.
Osnabriick 1973. [Darin: SV. N.8,2. 8,3/

2. La Dioptrigue. In SV. N.81 S. 1-153
(2. Zahlung) [auch in DO VI S. 79-228];
lat. Fassung u.d.T. Dioptrice in SV. N.8,4
S. 71-206 [auch in DO VI S. 584-650]: S. 488.
3. La Géométrie. In SV. N.8,1 S. 297413

etiam st in infinitum protrahantur. Venedig
1586; Nachdr.: Bologna 1993: S. 97.

4. BEAULIEU, A. de, Mémoires du voyage aux In-
des orientales. In: Relations de divers voyages
curieuz, qui n’ont point esté publiees; ou qui
n’ont esté traduites ... Hrsg. M. Thévenot.
4 Tle. Paris 1663-1672 [Marg.], T1 II 1666:

S. 253.

Bonp, H., The wariations of the magnetick
needle predicted for many yeares following.
In: Philosophical Transactions, vol. 111, 1668,
S. 789f.: S. 252.

BROUNCKER, W., The squaring of the hy-
perbola, by an infinite series of rational

(2. Z&hlung) u. 6. [auch in DO VI S. 367-485];
lat. Fassung u.d.T. Geometria hrsg. v. Fr.
v. Schooten in SV. N. 13,1 S. 1-118.; 2. Ausg.
in SV. N.13,2 TI I S. 1-106 [Marg]: S. 42/.
427. 483. 484—486. 492. 504. 573.

4. Specimina philosophiae. Amsterdam, 1644
u. 6. [Darin: SV. N.8,2.]
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10.

11.

12.

13.

5. Lettres. [Hrsg. Cl. de Clerselier]. 3 Bde.
Paris 1657-67; lat. Fassung u.d. T. Epistolae.
Amsterdam 1668-82: S. /85.

DIOPHANT, De multangulis numeris: S. 600.

EUKLID, Elemente: S. 103. 103. 126. 126.
EYCKE, S. van der [Hrsg.] s. SV. N.24.

FaBr1, H., Synopsis geometrica cui accessere
tria opuscula, nimirum; De linea sinuum et
cycloide; De maximis et minimis, centuria;
et Synopsis trigonometriae planae. Lyon 1669
[Marg.]: S. 225. 228.

GALILEL, G., Discorsi e dimostrazioni mate-
matiche. Leiden 1638; Nachdr. Briissel 1966;
[auch in Opere, 2 Bde. Bologna 1656 u. in
GO VIII S. 39-318 u. GO IS. 187-208]: S. 25.
69. 228. 246-247. 246-247.

Geometria

1. Geometria, a Renato Des Cartes anno
1637 gallice edita; nunc autem cum notis
Florimondi de Beaune ... in linguam la-
tinam versa et commentariis illustrata, opera
atque studio Francisci a Schooten. Leiden
1649. [Darin: DESCARTES, R., SV. N.8,3; DE-
BEAUNE, Fl., In geometriam Renati des Car-
tes notae breves, S. 119-161; SCHOOTEN,
Fr. v., SV. N.38,1; ders., Additamentum.
S. 295 bis 336.]

2. Geometria, a Renato Des Cartes anno
1637 gallice edita, postea autem una cum
notis Florimondi de Beaune ... in latinam
linguam versa et commentariis illustrata
opera atque studio Francisci a Schooten ...
Nunc demum ab eodem diligenter recognita,
locupletorioribus  commentariis  instructa,
multisque egregiis accessionibus ... exornata.
2 Tle. Amsterdam 1659—-61 [Marg.]. [In T1 I:
DESCARTES, R., SV. N.8,3; DEBEAUNE, FI.,
In geometriam Renati des Cartes notae bre-
ves; SCHOOTEN, Fr. v., SV. N.38,1; ders.,
Appendiz de cubicarum aequationum re-
solutione. 2. Aufl.; ders., Additamentum;
HubpEg, J., SV. N.19; HEURAET, H. v., SV.

N.17. In T1 II: Schooten, Fr. v., Principia

14.

15.

16.

17.

matheseos universalis, seu introductio ad
geometriae methodum Renati des Cartes.
Hrsg. E. Bartholinus. 2. Aufl.; ders., SV.
N.38,2; DEBEAUNE, Fl.,
natura, constitutione et limitibus, opuscula
duo. Hrsg. E. Bartholinus, S. 49-152; WITT,
J. de, Elementa curvarum linearum. Hrsg.
Fr.v. Schooten.]

GIRARD, A. [Hrsg.] s. SV. N.40.

GOSSELIN, G., De arte magna, seu de occulta

De aequationum

parte numerorum, quae et algebra, et almu-
cabala vulgo dicitur, libri quatuor. Paris 1577
[Marg.]: N.41*. S. 649.

GREGORY, J.

1. Vera circuli et hyperbolae quadratura.
Padua 1667; Nachdr. ebd. 1668 [Marg.]:

S. 65. 105. 249. 495. 558. 696. 697. 758.
763. 765. 789. 800.

Rez.: Philosophical Transactions vol. 3,
1668/69, S. 640-644: S. 759. — Journal des
Scavans, 2. Juli 1668, S. 353-368 [Auszug
(Stellungnahme von Huygens) in HO VI
Nr. 1647 S. 228-230]: S. 759.

2. Geometriae pars universalis. Padua 1668
[Marg.]: S. 105. 492.

Rez.:  Philosophical Transactions
1668/69, S. 685-688: S. 492.

3. Answer to the animadversions of Mr. Hu-

vol. 3,

genius. In: Philosophical Transactions vol. 3,
1668/69, S. 732-735; [auch in HO VI Nr. 1653
S. 240-243]: S. 759. 799.

4. Ezercitationes geometricae. London 1668
[Marg.]: S. 697. 759.

5. An extract of a letter ... to the Publisher,
containing some considerations ... upon M.
Hugens his letter. In: Philosophical Trans-
actions vol. 3, 1668/69, S. 882-886; [auch in
HO VI Nr.1682 S. 306-311]: S. 759.
GUERICKE, O. v., Ezperimenta nova (ut vo-
cantur) Magdeburgica de vacuo spatio. Am-
sterdam 1672; Nachdr. Aalen 1962: S. 3/6.

HEURAET, H. v., Epistola de transmutatione
curvarum linearum in rectas. In SV. N.13,2
TI1IS.517-520 [Marg.]: S. 195. 487. 559.
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18.

19.

20.

21.

22.

HoBBES, T.

1. Ezaminatio et emendatio mathematicae
hodiernae. London 1660 [auch in SV. N.18,3
pars IT u. in HOL IV S. 1-232]: S. 253.

2. Dialogus physicus, sive de natura aeris.
London 1661 [auch in SV. N.18,3 pars VI
und in HOL IV S. 233-296]: S. 255.

3. Opera philosophica. Amsterdam 1668:

S. 253.

HUDDE, J., Epistolae duae, quarum altera de
aequationum reductione, altera de maximis et
minimis agit. In SV. N.13,2 T1 I S. 401-516
[Marg.]: S. 207. 207.

HuvGENs, Chr.

1. De circuli magnitudine inventa. Leiden
1654 [auch in HO XII S. 113-181]: S. 105.
105. 225.

2. Vierter Zusatz zu De ratiociniis in ludo
aleae. 1665. Ms. [Gedr.: HO XIV S. 144-150]:
S. 3. 431. 712.

3. Stellungnahme zu James Gregory, Vera
circuli et hyperbolae quadratura s. SV.
N.15,1.

4. Brief an Gallois. In: Journal des S¢avans,
12. Nov. 1668 S. 437-444 [auch in HO VI
Nr. 1669 S. 272-276]: S. 759.

5. Horologium oscillatorium sive de motu
pendulorum ad horologia aptato demon-
strationes geometricae. Paris 1673 [Marg.];
Nachdr. London 1966; [auch in HO XVIII
S.69-365 u. XVI S. 315-318]: S. 193. 486.
558

Journal des Scavans. Paris (Amsterdam)
1665 ff.:

— Juli 1668: S. 759.

— November 1668: S. 759.

— Juli 1672: S. 30.

— Dezember 1672: S. 30.

KEPLER, J.

1. Strena seu de nive sexangula. Frank-
furt/Main 1611; [auch in KW IV S. 259-280]:
S. 524.

2. Harmonices mundi libri V. Linz 1619;
[auch in KW VI S. 1-377]: S. 52/.

23. LemBNIZ, G.W.

Schriften:

1. Dissertatio de arte combinatoria. Leipzig
1666 [auch in LSB VI, 1 S. 163-228): S. 28.
28.252. 252.

2. Propositiones quaedam physicae. Zweiter
Entwurf. Frithjahr — Herbst 1672 (7). Ms.
[Gedr.: LSB VI, 3 N.2> S. 6-10]: S. 17.

3. Aus und zu Galileis Discorsi. Herbst 1672
bis Winter 1672/73. Ms. [Gedr.: LSB VI, 3
N.11 S. 163-168]: S. 25. 69. 228.

4. Accessio ad arithmeticam infinitorum.
Ende 1672. Ms. [Gedr. u.a. in: LSB III, 1
N.2 S. 1-20]: S. 80. 52. 61. 69. 72. 76. 111.
141. 150. 369. 431.

5. In subsectione polygonorum regularium
circulo inscriptorum. Ende 1672 — Anfang
1673 (7). Ms. [Gedr.: LSB VII,1 N.3 S. 5
bis 30]: S. 61. 125.

6. Mathematica. Ende 1672 — Friithjahr 1673.
Ms. [Gedr.: LSB VII, 1 N.106 S. 653-674]:

S. 225.

7. De figuris similibus. Frithjahr 1673. Ms.
[Gedr.: LSB VII, 1 N.6; S. 60-70]: S. 229.

8. Approzimatio ad mensuram circularem
geometrica. Frithjahr 1673. Ms. [Gedr.: LSB
VII, 1 N.62 S. 70-74]: S. 588.

9. De bipartitionibus numerorum eorumaque
geometricis interpretationibus. 1. Halbjahr
1673 (7). Ms. [Gedr.: LSB VII, 1 N. 36

S. 217-228]: S. 193. 228. 242. 246.

10. De geometria seu potius algebra mecha-
nica. Frithjahr — Sommer 1673. Ms. [Gedr.:
LSB VII, 1 N.8 S. 104-108]: S. 2/9.

11. De problematis Carte-
sii. De compositione rationum. Frithjahr
bis Sommer (?) 1673. Ms. [Gedr.: LSB VII, 1
N.110 S. 679-689]: S. 3/2.

12. Tentamen primum pertinens ad problema

Geometriae

quod dicitur sex quadratorum. Juni — August
1674. Ms. [Gedr.: LSB VII,1 N.42 S. 246
bis 253]: S. 127.

13. Inventa aliquot mea geometrica. Sommer
1674. Ms. [Gedr.: LSBIII, 1 N.29 S. 114-117]:
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S. 251. 566.

14. Schediasma de extractione radicum. Sept.
1674. Ms. [Gedr.: LSB VII,1 N.125 S. 783
bis 804]: S. 783.

15. De aequationibus ad circulum inveni-
endis. Sept. 1674. Ms. [Gedr.: LSB VII, 1
N.130 S. 835-846]: S. 370.

16. Schediasma de constructione per curvam
et lineam rectam. Okt. 1674. Ms. [Gedr.: LSB
VII, 1 N.138 S. 884-888]: S. 370.

17. Arithmetische Kreisquadratur. Okt. 1674.
Ms. [Gedr.: LSB III,1 N. 39 S. 141-169]:

S. 314. 386. 388. 632.

18. Schediasma de divisionibus aequationum
ope diversarum literarum. Dez. 1674. Ms.
[Gedr.: LSB VII, 1 N.143 S. 906-910]:

S. 567.

19. Problema Davenantii. Kurz nach dem
22. April 1675. Ms. [Gedr.: LSB VII, 1 N.77
S. 535-538]: S. 664.

20. Analysis tetragonistica ex centrobarycis.
25./26. Okt. 1675. Ms. [Gedr. u.a. in: LBG
S. 147-151]: S. 695.

21. Analyseos tetragonisticae pars secunda.
29. Okt. 1675. Ms. [Gedr. u. a. in: LBG S. 151
bis 156]: S. 668.

22. Methodi tangentium inversae exempla.
11. Nov. 1675. Ms. [Gedr. u.a. in: LBG S. 161
bis 167]: S. 668. 676.

23. Wallisii series interpolanda pro circulo.
Fractionum resolutio dividendo per frac-
tiones. Dez. 1675. Ms. [Gedr.: LSB VII, 1
N.851 S. 569-572]: S. 661.

24. Data basi, angulo ad basin, rectangulo
sub lateribus invenire triangulum. Tentamen
tertium. Ende 1675 (7). Ms. [Gedr.: LSB
VII, 1 N.143 S. 141-146]: S. 360.

25. Praefatio opusculi de quadratura cir-
culi arithmetica. ca Ende 1675. Ms. [Gedr.:
LMG V S. 93-98]: S. 559.

26. De quadratura arithmetica circult el-
lipseos et hyperbolae cujus corollarium est
trigonometria sine tabulis. Ende 1675 bis
Herbst 1676. Ms. [Gedr.: Hrsg. E. Knob-
loch. Gottingen 1993 = Abhandlungen der

Akademie der Wissenschaften in Gottingen.
Mathematisch-physikalische Klasse. Dritte
Folge Nr.43]: S. 271. 288. 318. 345. 386.
388. 393. 566. 572. 632. T01. 726. 726. 158.
802.

27. Extensio interminata. April 1676 (7). Ms.
[Gedr. u.a. in: LSB VI, 3 N.66 S. 489f.]:

S. 802.

28. De angulo contactus. April — Juli 1676.
[Gedr.: LSB VII, 1 N.32 S. 205]: S. 799.

29. Ausziige aus den mathematischen Papie-
ren der Royal Society. 18.-29. Okt. 1676. Ms.
[Gedr. u.a. in: LSB III,1 N.98 S. 663-681]:
S. 830.

30. Calculus tangentium differentialis. Nov.
1676. Ms. [Gedr.: LBG S. 229-231 u. SV.
N.48 S. 86-92]: S. 822.

31. Historia et origo calculi differentialis.
1714. Ms. [Gedr.: LMG V S. 392-410]:

S. 712.

Briefe:

32. Leibniz fiir die Royal Society, 13. Feb.
1673. [Gedr. u.a. in: LSB III,1 N.4 S. 22-29;

mit engl. Ubers. in OC IX S. 438-448]: S. 30.
50. 61. 167. 245.

33. Leibniz an Oldenburg, 8. Marz 1673.
[Gedr. u.a. in: LSB III,1 N.9 S. 38-45; mit

engl. Ubers. in OC IX S. 488-498]: S. 48/.

34. Oldenburg an Leibniz, Sendung vom 20.
April 1673; Auszug von Leibniz, Frithjahr
1675. [Gedr. u.a. in: LSB III,1 N.13 S. 49

bis 79; ohne Auszug mit engl. Ubers. in:
OC IX S. 549-570]: S. 249. 251. 252.

35. Leibniz an Oldenburg, 26. April 1673.
[Gedr. u.a. in: LSB III,1 N.17 S. 83-89; mit

engl. Ubers. in OC IX S. 593-601]: S. 2/49.
36. Leibniz an Oldenburg, 24. Mai 1673.
[Gedr. u.a. in: LSB III,1 N.20 S. 92-95; mit

engl. Ubers. in OC IX S. 648-652]: S. 139.
37. Leibniz an Ferdinand von Firstenberg,
Dez. 1676. [Gedr.: LSB 1,2 N.209 S. 238
bis 240]: S. 834.

38. Leibniz an Weigel, Sept. 1679. [Gedr.:
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24.

25.
26.

27.

28.

29.
30.

LSB II,1 N.212 S. 485-487 u. III,2 N.345
S. 836-840]: S. 676.
39. Leibniz an L’Hospital, April (?) 1695.
[Gedr. u.a. in: LMG II S. 274-277]: S. 827.
40. L’Hospital an Leibniz, 25. April 1695.
(Gedr. u.a. in: LMG II S. 277-281]: S. 827.
41. Leibniz an Joh. Bernoulli, 29. Januar
1697. [Gedr. u. a. in: LMG III S. 360-364]:
S. 827.
Ludolphvan Ceulen, Vanden circkel. Daer
in gheleert werdt te vinden de naeste propor-
tie des circkels-diameter tegen synen omloop
. Item aller figueren-syden in den circkel
beschreven ... Noch de tafelen sinuum, tan-
gentium ende secantium ... Een laetsten van
Delft 1596; 2. Aufl. Leiden 1615.
Hrsg. S. van der Eycke; lat. Fassung u.d.T.

interest ...

De circulo et adscriptis liber. In quo plu-
secundum algebricarum
aequationum leges explicantur. Leiden 1619.
Hrsg. W. Snell: S. 105. 723.

rimorum latera . ..

MENGOLI, P., Circolo, Bologna, 1672: N.57*.
MERCATOR, N., Logarithmotechnia: sive me-
thodus construendi logarithmos nova, accu-
rata, et facilis ... cui nunc accedit vera qua-
dratura hyperbolae, et inventio summae loga-
rithmorum ... Huic etiam jungitur Michaelis
Angeli Riccii Ezxercitatio geometrica de ma-
zimis et manimis ... London 1668 [Marg.];
Nachdr. Hildesheim 1975: S. 107. 107. 125.
127. 127. 128. 207. 386. 403. 703. 723.
Rez. in SV. N.445.

MonNconNys, B. de, Journal des voyages. Hrsg.
G. de Monconys. P. 1-2. Lyon 1655-1666:

S. 253.

MONCONYS, G. de [Hrsg.] s. SV. N.27.
MYDORGE, Cl., Prodromi catoptricorum et di-
optricorum sive conicorum operis . .. libri pri-
mus et secundus, Paris 1631. — Libri quatuor
priores, ebd. 1639 u.6.: S. 249.

Pappus, Mathematica collectio: S. 126.

ParbiEs, I.G., Elémens de géométrie, Paris
1671 u.6.: S. 76. 302. 484. 492.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

PascaL, Bl., Traité du triangle arithmétique
avec quelques autres petits traitez sur la
mesme matiere. Hrsg. G. Deprez. Paris 1665
[Marg.]; [auch in PO IIT S. 433-593, 341-67,
311-39]: S. 25. 25. 80-31. 44. 320. 323-32/.
332. 363. 708.

PELL, J., Controversiae de vera circuli men-
sura anno 1644 exortae inter Christianum
Severini, Longomontanum ... et loannem
Pellium ... pars prima [mehr nicht ersch.].
Amsterdam 1647: S. 342. 588.
Philosophical Transactions.
1665 ft.:
— 16./26.
— 13./23.
— 18./28.
— 13./23.

London

Maérz 1667/1668: S. 759.
April 1668: S. 458. /58.
Mai 1668: S. 492.

Juli 1668: S. 759. 799. 799.
— 17./27. August 1668: S. 107. 107.
— 15./25. Februar 1668/1669: S. 759.
— 25. Mérz/4. April 1669: S. 8035.

RENALDINI, C., Geometra promotus. Padua
1670: S. 492.

Riccr, M., Ezercitatio geometrica de mazximis
et minimis. Rom 1666. Nachdr. London 1668
zus. mit SV. N. 26 [Marg.]: N.65%.

SAINT-VINCENT, Gr. de, Opus geometricum
quadraturae circuli et sectionum coni de-
cem libris comprehensum. Antwerpen 1647
[Marg.: N.7*. S. 30. /9. 61. 72. 251. 505.
558. 757.

SARASA, A. A. de, Solutio problematis a R. P.
Marino Mersenno Minimo propositi. Antwer-
pen 1649 [Marg.]: S. 251.

SCHOOTEN, Fr. v.

1. In geometriam Renati Des Cartes commen-
tarii. In SV. N. 13,1 S. 162-294. 2. Aufl. in SV.
N.13,2 T1TS. 143-344 [Marg.]: S. 486.

2. Tractatus de concinnandis demonstrationi-
bus geometricis ex calculo algebraico. Hrsg. P.
v. Schooten. In SV N.13,2 T1 IT S. 341-420:
S. 342. 588. 697.

3. [Hrsg.] s. SV. N.13,1. 13,2.

SCHOOTEN, P. v. [Hrsg.] s. SV. N.38,2.
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39.

40.

41.

42.

43.

SLUSE, R. Fr. W. de

1. Mesolabum seu duae mediae proportiona-
les inter extremas datas . .. exhibitae. Liittich
1659. 2. Aufl. ebd. 1668 [Marg.]: N.65%.
Rez.: Philosophical Transactions vol. 4, 1669,
S. 903-909: S. 803.

2. An extract of a letter from the excellent Re-
to the Publish-
er ... concerning his new and easie method

natus Franciscus Slusius ...

of drawing tangents to all geometricel curves.
In: Philosophical Transactions vol. 7, 1672,
S. 5143-45; Nachtrag a. a. O. vol. 8, 1673,

S. 6059: S. 391. 416. 419. 822.

SNELL van Royen, W.

1. Cyclometricus, de circuli dimensione se-
cundum logistarum abacos, et ad mechanicem
accuratissima; atque omnium parabilissima.
Leiden 1621: S. 105. 725.

2. [Hrsg.] s. SV. N.24.

STEVIN, S., L’arithmetique. Leiden 1585;
2. Aufl. ebd. 1625; [auch in: Les oeuvres
mathematiques de Simon Stevin.
A. Girard. Leiden 1634]: S. 524.

Hrsg.

TAVERNIER, J.B., Les siz voyages ... en Tur-
quie, en Perse, et aux Indes. 2 Tle. Paris 1676
u.0.: S. 834.

THEVENOT, M. [Hrsg.] s. SV. N. 4.

VIETE, Fr., Opera mathematica, opera atque
studio Fr. a Schooten. Leiden 1646 [Marg.];
Nachdr. Hildesheim 1970.

44.

[Darin:] (S. 162-228) De numerosa potesta-
tum purarum, adque adfectarum ad exegesin
resolutione tractatus [zuerst ersch. Paris
1600]: S. 510. — (S. 240-257) Supplementum
geometriae [zuerst ersch. Tours 1593]: S. /86.

WALLIS, J.

1. Arithmetica infinitorum. Oxford 1656. In:
Operum mathematicorum pars altera; [auch
in WO IS. 355-478; Marg.]: S. 102. 102. 127.
127. 183. 183. 492. 558. 751. 792. 824.

2. Mathesis universalis sive arithmeticum
opus integrum. Oxford 1657. In: Operum
mathematicorum pars prima; [auch in WO 1
S. 11-228; Marg.|: S. 127. 253.

3. Commercium epistolicum, de quaestioni-
bus quibusdam mathematicis nuper habitum.
Oxford 1658; [auch in WO II S. 757-860;

Marg.]: S. 558.
4. Tractatus duo, prior de cycloide
Posterior ... de cissoide. Oxford 1659

[Marg.]; [auch in WO I S. 489-569; Marg.]:
S. 495.

5. Logarithmotechnia Nicolat Mercatoris: dis-
coursed of in a letter ... to the Lord Viscount
Brouncker ... In: Philosophical Transactions
vol. 3, 1668, S. 753-759: S. 107. 125. 127.
127. 306. 307.

6. Mechanica: sive, de motu, tractatus geo-
metricus. 3 Tle. London 1670-71; [auch in
WO 1 S.570-1063; Marg.]: S. 495.
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47.

48.

49.

NEUERE LITERATUR

COSTABEL, P., Leibniz et les séries numé-
riques. In: SV. N.50 S. 81-101: S. 712.

GREGORY, J., James Gregory tercentenary
memorial volume. Hrsg. H.W. Turnbull.
London 1939: S. 759.

Hess, H.J., Zur Vorgeschichte der ,Nova
Methodus‘ (1676-1684). In: 800 Jahre ,Nova
Methodus‘ von G. W. Leibniz (1684-1984):
Symposion in Nordwijkerhout, 28.-30. Au-
gust 1984, S. 64-102 = Studia Leibnitiana
Sonderheft. Nr. 14. Stuttgart 1984: S. §22.
HorMANN, J. E.

1. Die
Zus. m. H. Wieleitner und Zusétzen von
D. Mahnke. In: Sitzungsberichte der Preufi-
schen Akademie der Wissenschaften. Phys.-
math. Klasse. Nr. 26. Berlin 1931, S. 560-600.
[Darin: MAHNKE, D., SV. N.51,2/]

2. Leibniz in Paris. 1672-1676. His Growth
to Mathematical Maturity. Cambridge 1974:
S. 827.

Differenzenrechnung bei Leibniz.

KNOBLOCH, E.

1. Die mathematischen Studien von G. W.
Leibniz zur Kombinatorik. Abhandlungs-
band. Textband = Studia Leibnitiana Sup-
plementa. Bd. XI. XVI. Wiesbaden 1973.
1976: S. 17.

50.

51.

52.

53.

2. Ubersicht iiber die
mathematischen Arbeiten von Leibniz (1672
bis 1676). In SV. N.50 S. 3-43; russ. u.d.T.
Rukopisi Lejbnica 1672-1676 gg. In: Istortko-
matematiceskie Issledovanija 24 (1979) S. 258
bis 309: S. 606. 830.

unverdffentlichten

Leibniz a Paris (1672-1676). Symposion
a Chantilly du 14 au 18 Nov. 1976., T. 1:
Les sciences = Studia Letbnitiana Supple-
menta. Bd. XVII. Wiesbaden 1978. [Darin:
COSTABEL, P.; SV. N.45; KnoBLOCH, E., SV.
N.49,2]

MAHNKE, D.

1. Neue Finblicke in die Entdeckungsge-
schichte Ab-
handlungen der Preufischen Akademie der
Wissenschaften. Jahrgang 1925. Phys.-math.
Klasse. Nr. 1. Berlin 1926: S. 250. 251. 566.

2. Zusditze aus den ungedruckten Handschrif-
ten. In SV. N.48,1 S. 590-600: S. 712.

der hoheren Analysis. In:

PaLumBO, M., Leibniz e i geographica, Rom
1996: S. 255.

ScriBa, C.J., Gregory’s converging double
sequence. In: Historia Mathematica 10 (1983)
S. 274-285: S. 759.
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Die Grundsprache des vorliegenden Sachverzeichnisses ist deutsch. Leibniz’ termini technici erscheinen in
Kursivschrift. Zu Leibniz’ Terminologie s. a. die Einleitung, insbesondere S. XXII-XXV . Die Sachworte
sind alphabetisch geordnet, die Untergliederung in Einzelfdllen auch systematisch. Verzeichnet wird nach

Nummern und Seiten, wobei erstere zur besseren Unterscheidung zusétzlich mit einem Stern versehen

sind. Nummernangaben erfolgen dann, wenn ein ganzes Stiick einem bestimmten Sachwort zuzuordnen

ist. Kursiv gedruckte Seitenangaben beziehen sich auf Herausgebertext.

acceleratio: S. 563.
Addition: N.19*. S. 9. 24. 33. 35-37. 41-42. 45. 86.
127. 133. 155. 239. 265. 313. 325. 331. 343-344.
844 . 403. 436. 450. 511. 615. 703. 726. 728-729.
808.
aequatio
absurda: S. 649.
affecta: S. 103. 421. 507. 520.
analytica: S. 507.
collatitia: S. 531-532. 534. 546-547. 617-618.
628. 631. 636. 646-647. 655. 820.

comparatitia: S. 820.

elementalis: S. 110.

factitia: S. 372. 509.

finita: S. 784-786. 792.

fundamentalis: S. 108. 110. 129.

generalis: S. 565. 570.

identica: S. 215. 376. 380-381. 565. 569. 752
bis 753. 766. 783-784. 786.

impossibilis: S. 554. 618. 636. 651.

infinita: N.48%. S. 783-786. 789-790. 792-793.
796.

intractabilis: 587.

irreducibilis: S. 219.

plana: S. 207. 214.

pura: S. 103. 618. 780.

solida: S. 207. 214.

transcendens: S. 800.

s. a. Folge, Bildungsgesetz. Gleichung.

Algebra: S. 109. 125. 207. 708. 715. 834.
Methode

analytische zur Gleichungslosung: S. 783.

Eliminierung von irrationalen Termen aus
Gleichungen: S. 240.

Losung von Gleichungen durch Koeffizienten-
vergleich: S. 531. 638.
Reduktion des Grades

S. 207.
von Descartes: S. 504.
von Diophant: S. 820.
Zerlegung von Gleichungen: S. 801. 820.

von Gleichungen:

s. a. Gleichung.
Algorithmus

der Potenzen: S. 42.

euklidischer: S. 662.

s. a. Reihenentwicklung durch Wurzelziehen.
analogia (Proportionalitat): S. 508. 679. 784. 790.
Analogie: S. 40. 46. 829.
analysis: S. 4. 6. 9. 76. 125. 150. 219. 236. 239. 559.

568. 573. 800.

characteristica: S. 708.

transcendens: S. 759.
analytisch: N.65%. S. 366. 462. 485-488. 493. 500.

504. 507-508. 543. 557. 559. 563. 570-574. 588.

601. 632-634. 649. 662. 696. 729. 751. 758-761.

783. 820-821.
angulus contactus: S. 197.
animus: S. 125. 475. 777.
applicata: N.16*. S. 45. 105. 106. 209-211. 219

bis 221. 223-225. 229. 250. 251-252. 254. 291.

314. 405. 468. 480. 484. 492. 498. 507. 514-515.

527. 557. 566. 579.

Approximationen s. Naherungen.
arithmetica

finitorum: S. 105.
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infinitorum: N. 35%. 575%. 8. 69. 72. 76. 102. 196.
229. 236.
s. auch arithmétique des infinis.
interpolationum: N. 575,
universalis: S. 252.
Arithmetik: N.35%. 57,%. S. 32. 43. 48. 69. 72. 76.
102. 105. 196. 229. 236. 239. 252. 696. 726.
s.a. arithmetica. arithmétique.
arithmétique des infinis: S. 368-369.
s. a. arithmetica infinitorum.
ars, artes
analytica: S. 634.
decyphrandi: S. 406.
divina: S. 484.
faciendi hypotheses: S. 406.
algebraicae: S. 207.
ascensus: S. 36. 43. 100.
Astronomie: S. 285.
Aufgaben s. Probleme.
Ausdruck
analytischer: S. 500. 557. 572. 751.
in endlich vielen Termen: N.73*. S. 679.
in unendlich vielen Termen: N.56*. N.61;*.
S. 52. 751. 754. 824.
bzw. relativer Wert (ezpressio seu valor relati-
vus): S. 277.
transzendenter: S. 762.
Axiom, Axiome
geometrische: S. 96-97.
vom Teil und Ganzen: S. 69. 229. 468.
azxis librationis: S. 291.

Basis: S. 194. 196. 199. 225. 226. 249. 279. 292.
335. 426. 475. 496. 581. 606. 757.
basis fulcri: S. 279.
s. a. Differenzenschema.

Beschleunigung (acceleratio): S. 563.

Bewegung (motus): S. 69. 91. 99. 485-487. 509
bis 510. 555-561.
geradlinige: S. 559.
kreisformige: S. 559.
stetige: S. 267. 486. 555-558. 561.
zusammengesetzte: S. 559.

Beweis, Beweise: S. 20. 33-34. 37-38. 41. 69. 70. 72.
73.76. 78. 81. 82. 84. 87. 89. 92. 94. 97. 100. 120.

125. 126. 132. 149. 150. 151. 204. 218. 228. 228.

229. 244. 246. 251. 271. 272. 275. 277. 278. 280.

286. 287. 288. 313. 314. 361-362. 363. 367. 392.

393. 435. 439-441. 462-463. 468. 476. 478. 523.

559. 562. 565. 566. 569. 572. 583. 588. 588. 610.

623. 671. 674. 708. 729. 758. 789. 800. 803—-804.

821. 823.

direkter: S. 76.

Divergenz der harmonischen Reihe: S. 468.

Erfindung: N.51%,

der euklidischen Elemente: S. 126.

geometrischer: S. 342. 584.

indirekter: S. 76. 446.

Lemma iiber reziproke Dreieckszahlen: S. 363.
367.

Methode: S. 218. 476.

Regel fiir Polygonalzalen: S. 600. 600.

Satz tiber 3. Differenzen der Kubikzahlen: S. 378
bis 379.

Summe der arithmetischen Reihe: S. 20.

Summe der geometrischen Reihe: S. 72. 218.

Summe der reziproken Dreieckszahlen: N.35%.
533%. S. 367.

Summe der reziproken figurierten Zahlen:
N.36*. 533*.

Unmoglichkeit der Kreisquadratur: N. 60*.

Binome: N.32%. 33%.§. 42. 48. 127. 207. 214-219.
Division durch s. Reihenentwicklung.
Waurzelziehen aus s. Reihenentwicklung.

s. a. Formel, binomische.

Binomialkoeffizienten s. Zahlen, figurierte, Kombi-
nationszahlen.

Bogen
Spannung (tensio): S. 558. 560.

Bogenlange s. Kurven.

Bogenteilung: S. 91. 111. 283. 559.

brachylogia: S. 542. 643.

Bruch, Briiche: N. 1%, 2% 5% 10% 11% 12% 15*
35%, 36%. 40%. 412*. 43%. 44%. 48*. 533*. 59*.
69%. 70*. S. 42. 57. 75. 76. 78. 81-85. 87-88. 93.
123. 124. 159. 170. 207. 216. 219. 233-238. 276.
283-284. 285. 291-292. 305. 313. 323. 343. 386.
401. 403. 413. 431. 433. 436. 438-439. 458. 519.
520. 525. 526. 532-534. 536-538. 552. 677. 698.
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711. 716-717. 722. 723-730. 738-739. 743. 780.

791. 792. 820.

Dezimalbriiche: S. 310. 823.

unendliche: N.69*. S. 85-86. 184. 823. 833.

s.a. Dezimalsystem. Folgen, spezielle, harmoni-

sche. Kettenbruch. Zahlen, reziproke.

Bruchrechnung: N. 10*. S. 42.

Addition: S. 343-345.

calcul: S. 366.

calculus: N.42*. S. 32. 33. 40. 44. 127. 173. 199.
209. 211. 212. 216-219. 223. 232. 252. 253. 277.
286—287. 289. 373. 395. 400. 403. 407-408. 411.
413. 419. 421. 424. 426. 432. 443. 444. 449-450.
461. 471. 475. 487. 492-493. 499. 501. 503. 504.
508. 516. 521. 527. 529. 535. 536. 537. 538. 540.
549. 552. 553. 557. 558. 562. 563. 564-566. 567
bis 569. 571. 573. 608-609. 610. 613. 616-619.
623. 626. 628—629. 632. 633. 638. 641. 643. 645.
648. 649. 667. 695. 722. 729-730. 752. 759-762.
765-T767. 769. 780. 785. 808. 821.
analyticus: S. 543.
decimalis: S. 730.
universalis: S. 252.

centrum gravitatis: S. 246. 396. 442. 478. 480. 495.
581-582. 696.

charactére analytique: S. 366.

Charaktere s. Zeichen.

cissoeis: S. 485. 572.
nova: S. 292.

cogitatio: S. 459. 484.

cognitio infiniti: S. 82.

combinatio
com2natio: S. 19-20. 22. 26.
condnatio: S. 19-20. 22-23. 26.
conjmnatio: S. 19-20. 22. 26-27.
condnatio: S. 19. 26. 28.
s.a. Kombinationen.

conatus: S. 99.

conchoeis s. Konchoide.

constructio
aequationum: S. 504. 507.
analytica: S. 559.
exacta: S. 484.
geometrica: S. 377. 481. 484. 492. 504. 558-559.

organica: S. 492.
per synthesin: S. 76.
s. a. Konstruktion. unitas constructionis.
coordinatus: S. 228-229.
corpus: S. 556. 558.
crementa s. Differenzen, Zunahmen.
crus
inclinatum: S. 164-165.
rectum: S. 164-165.
s. a. Differenzenschema.
cuneus: S. 195.
curva
analytica: S. 487. 508. 563. 820.
constructriz generalis: S. 497.
geometrica: S. 485. 559.
homogenea: S. 479-481. 488. 493-494. 496. 511.
518.
mesolaba: S. 486.
non involuta: S. 491.
quadratriz: S. 492.
syntomos: S. 314. 314. 480-481.
transcendens: S. 573.
s.a. Kurven.
cycloeis: S. 199. 476. 483. 485-488. 492. 502. 557
bis 558. 571-573.
primaria: S. 486.
secundaria: S. 486.
s. a. Zykloide.
cyclocissoeis: S. 636—637.
s.a. Versiera.

decrementa s. Differenzen, Abnahmen. Folgen von
Abnahmen.
descensus: S. 43. 100. 158.
determinationes s. Folgen von Ungleichungen.
Dezimalsystem: S. 287. 730.
s. a. Briiche, Dezimalbriiche.
differentiae
componentes: S. 31. 33. 34. 36. 37. 40. 42. 43.
44. 45.
differentiarum: S. 39. 40. 45. 102. 158.
exhaustas, exhaustibiles: S. 421. 434-435. 444.
705. 720. 722.
generales: N.67*. S. 407.
generantes, generatrices: S. 50. 56. 89. 170.
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parallelae: S. 9. 33. 35—41. 83. 170.

primae, primi gradus: S. 15. 32. 33. 34. 39. 40.
42.45.75. 76. 89. 102. 158. 163. 259-260. 266.
376. 379-381.

primitivae: S. 55-56.

quartt gradus: S. 32.

radicales: S. 35. 55.

secundae, secundi gradus: S. 32. 39. 42. 44. 76.
163. 259. 379-381.

supplementum: S. 170—171.

tertiae, tertii gradus: S. 32. 39. 259. 379-381.

transversales: S. 158. 325.

universales: S. 32. 35. 39. 41. 48.

s. a. Differenzen.

Differentialrechnung: S. 668. 673-674. 769-770.
820. 830. 832.
partielle Differentiation: S. 822.

Produktregel: S. 668. 673-674. 674.
Quotientenregel: S. 772.

Symbole: S. 668. 830.

s.a. Tangentenrechnung.

Differenzen, Differenzenfolgen: N. 1*, 2%, 4*, 5% 6*
8%, 9% 11%. 13*. 14% 15% 22% 29% 30*. 37*.
40%. 43%*. 44%*. 45%. 50*. 531*. 532*. 59*. 67*.
68*. S. 136-137. 149. 152-153. 214-216. 227.
232. 233-234. 237-238. 244-245. 247-248. 250.
265—-266. 293—294. 298. 301. 316. 317. 321-322.
325. 407. 409. 421. 425-426. 434-441. 444. 449.
454-456. 458. 524. 525-527. 535. 555. 557. 561
bis 565. 568. 699. 702. T15. 717-722. 727. 729.
733. 736. 737. T46—747. 750. 784. 789. 792-793.
800. 803. 835.

Abnahmen (decrementa): S. 31. 65-66. 127. 719
bis 720.

beliebig kleine: S. 69.

erzeugende (componentes, generantes, genera-
trices, primae, primi gradus): S. 15. 31. 32.
33. 34. 36. 37. 39. 40. 42-45. 50. 56. 75. 76.
89. 102. 158. 163. 170. 259-260. 266. 376. 378
bis 381. 705. 708. 711. 717-722.
s. a. Differenzenschema.

hoherer Ordnungen (differentiae  differentia-
rum, differentiae ordinis secundi, tertii etc.):
S. 10. 32. 34-36. 39. 40. 42. 44. 45. 47. 74. 76.

83. 88-89. 95. 102. 105. 158. 163. 167. 259.
263. 325. 376. 379-381. 421-422. 435. 705.
708. 711. 717-722. 751.
s. a. Differenzenschema.

konstante: S. 507.

von Abszissen bzw. Ordinaten: N.38,%. 385%.
387%. 3816%. 40%. 45*. 50*. 59*. S. 200. 265
bis 266. 312-314. 317. 341. 395-401. 396. 423
bis 427. 451-452. 472. 475. 476. 488. 493-494.
505-507. 514-515. 517. 525-527. 555. 557. 561
bis 565. 568. 605. 702. 751. 769-770. 772. 775.
816-818. 821-823. 832.

Zunahmen (crementa, incrementa): S. 31. 65
bis 67. 462. 555. 557. 561-565. 568. 588. 717
bis 722.

s. a. differentiae.

Differenzenmethode: N.4*. S. 3. 7. 12. 68. 72. 76.

76. 89. 95. 102—-103. 126. 523-524. 608. 633—634.

Differenzenschema: N.2%. 4,%* 5% 9% 13% 11*

13*. 14%. 15%. 22*. 29* 30*. 53* 67*. S. 6-8.

20. 22. 25-29. 28. 42. 66. 70-73. 75. 77. 82-83.

85. 88. 91. 93. 96. 103-105. 107. 112-113. 114

bis 115. 122. 133. 136-137. 206. 217. 227. 232.

237. 247-248. 265-266. 298. 315. 316. 317. 317.

321-322. 325. 374. 378-381. 421-422. 435-437.

575-577. 579. 587. 589. T17-721. 736-737. 747.

750. 789. 814.

Basis: S. 35-41. 165.

Folgendreieck: N.45*.

Fundamentalregel: S. 37. 162. 163.

in Form eines Rhombus: S. 41.

ordo terminorum: S. 35. 38-39.

Spalten: S. 152. 158. 162—65. 259. 705. 707.

Transversalfolgen: N. 13*. S. 152. 325. 435. 705.
absteigende: S. 162-165.
aufsteigende: S. 162-65. 167. 258-261. 325.

s. a. crus. Dreieck, harmonisches. Satz. series di-
recta. series homologa. series parallela. series
transversa.

dimensio: S. 30. 228. 247. 313. 384. 457. 459. 466.

475. 476. 481. 487-488. 494. 495. 498. 511. 515.

517. 758.

Dimensionen: S. 43. 219. 252. 266. 359. 587. 615.

617-618. 633—-634. 638. 785. 810.

imaginére S. 69.
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Dimensionsgréfe (quantum): S. 99. Satz des Pythagoras: S. 212-213. 239-240.
Division: S. 33. 36. 43. 102. 206. 391. 445-447. 511. | Dreieckszahlen s. Zahlen, figurierte.

558. 567. 671.

durch Binome s. Reihenentwicklung.
durch Briiche: S. 93.

fortgesetzte s. Reihenentwicklung.
imaginére: S. 40.

numerische: S. 70/.

ohne Rest: S. 416-420. 433-434. 481.
Uberwértsdivision: S. 15/. 339.
unendliche: S. 85-87.

s. a. Reihendivision. Teilung.

doctrina: S. 76. 250.

de chiffris construendis solvendisque: S. 253.

de figuris arcus tensi, de velorum, deque funium
intensionibus: S. 558-559.

de progressionibus in se replicatis: S. 560.

de seriebus infinitis arithmeticis: S. 342.

divinandi seu de hypothesibus: S. 253.

Dreiseit s. trilineum.

elaterium s. Feder.

Ellipse: S. 31-32. 68. 91. 126. 249. 383. 420-421.
486. 488. 494-495. 502. 513-518. 758. 770. 772.
azxts minor: S. 515.
azris mator: S. 515.

Fadenkonstruktion: S. 488.

Flache: S. 559.

Gleichung: S. 420-421. 494. 513-517.
latus rectum: S. 502. 513-514.

latus transversum: S. 502. 513.
Quadratur: S. 515.

Beweis der Unmoglichkeit: S. 758.
Rektifikation: S. 494-495. 514-518.
Bogenelement: S. 494. 514-518.

Tangente: S. 514-516.
s. a. Kegelschnitte.

indivisibilium: S. 30. Ellipsoid: S. 68. 91.
Dreieck, Dreiecke: S. 26. 37. 194-195. 197. 199-201. | Engel: S. 484. 486.
205. 210-211. 220-221. 225. 231. 273. 275. 277 | ens: S. 206.
bis 278. 279. 309. 371. 385. 405. 421. 425. 442. | ewvolutio s. Kurven, Evolute u. Evolvente. Reihen-

508. 556-557. 569. 696. T58-762. 764. 770. 800. entwicklung.

812. 821. Exhaustionsmethode: S. 105.

dhnliche: S. 405. 428. 498. 505-506. 512. s.a. Quadratur.

arithmetisches (Pascalsches): N. 532*, S. 45-46. explicatio: S. 416. 421. 451. 480—481. 494. 500. 504.
48. 685. T13. 722. 733. 737. 750. 508. 529-531. 534. 536. 541-542. 544. 547-549.

charakteristisches: S. 312. 404-405. 423-427. 552-554. 609-610. 615. 618. 621. 623-624. 626
489-494. 497-499. 513. 561-565. 568-5609. bis 627. 636. 638. 645. 649. 657. 666. 753. 770.
584-586. 777, 791-792. 820.

Folgendreieck s. Differenzenschema. Exponentialgleichung: S. 678. 751-753. 800-801.

gleichschenkliges: S. 27. 37. 363-364. 365-367. | Exponentialkurve: 5. 755. 755,
499. s. a. Logarithmus.

harmonisches: N.30%. N.49,%. N.53*. S. 315. expressio seu valor relativus: S. 277.
681. 686. 688. 733. 736. Extremwerte: S. 751. 758.

. . *
triangulum arithmeticum reciprocum: S. 713. Satz von Ricci: N. 65‘ :
rechtwinkliges: S. 41. 194. 246. 250. 363-364. 365 Satz von Sluse: S. 803-804.

bis 368. 405. 428. Fakultdten n!: S. 266. 315. 323-324. 333-334.
semirectangulum: S. 274. 282. 566. Kurve: S. 266-267. 492.
semiquadratum: S. 228. 280. 405. 438. 500. | Feder (elaterium): S. 559. 563.
737. figura
Dreieckslehre: S. 757. aequabilis: S. 527.
Beweis des Flachensatzes: S. 246. aequationis affectae: S. 421.
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aequationis capazx: S. 249.
ageometrica: S. 696.

altioris gradus: S. 250.

analytica: S. 570-571.

ananalytica: S. 696.

angulorum: S. 313. 488. 527. 574. 701.
anonyma: S. 480.

arcus tensi: S. 558.

carens asymptotis: S. 709.

certae dimensionis: S. 266.
curvilinea: S. 113.

de funium intensionibus: S. 558-559.
geometriae: S. 410.

geometrica: S. 250. 399. 406-407. 415. 421. 476.

492. 526-527. 555-557. 570-571. 574. 693.
harmonica: S. 693.
homologa: S. T68.

homogenea: S. 313. 424. 426. 478. 480-481. 495.

518. 776.
inaequabilis: S. 492. 527.
wrrationalis: S. T41.
logarithmica: S. 250. 751.
logarithmorum: S. 251. 527. 574.
mechanica: S. 696.
mesolaba: S. 492.
non geometrica: S. 475-476.
ordinaria: S. 679.
pantometra: S. 505.
quadrabilis: S. 266. 410. 412-413. 476. 527.

quadratriz: S. 267. 313. 411. 426. 475-476. 479.

481. 488. 572. 821.
rationalis: S. 412. 573. 738. 741. 769.
rationum: S. 488.
reqularis: S. 581.
segmentorum: S. 264. 312-313. 488. 701.
summabilis: S. 578.
summatriz: S. 573. 821.
sygnota: S. 264.
symmetros: S. 476. 481.
syntomos: S. 481.
transcendens: S. 266—267. 571. 574. 696.
velorum: S. 558.
s.a. Figuren, geometrische. Kurven.

Figuren, geometrische: S. 31-32. 105. 113. 126. 196.
199-200. 205. 210. 226-227. 246. 254. 276-279.
291-292. 299. 306. 335. 346. 399. 410. 555-556.
s.a. Dreieck. Ellipse. figura. Korper, geometri-

scher. Kreis. Kreispolygon. Kreisring. Kurven.
Polygon. Quadrat. Rhombus. Trapez. trili-
neum. zona.

Flache: S. 30. 31. 41. 64-65. 299. 400. 509. 566.
693. 695. 756.
asymptotische, unendlicher Lange: S. 97. 288.

305. 709.

s. a. Ellipse. Hyperbel. Kreis. Logarithmus,
Kurve. Raum.

Flachenberechnung s. Quadratur.

Flachenteilung: S. 335.

flexus: S. 335. 451.

fluctuatio: S. 36.

Folge, Folgen
Auflésung und Zusammensetzung: N.4*. S. 9.

85. 105-106. 233. 465. 634. 696. 726. 789.
s.a. progressio complicata.

Bildungsgesetz: N.9*. 73% S. 5. 30. 34-35. 43.
48. 102-103. 108-110. 117. 163. 252. 253. 366.
374. 406-407. 556. 720.

s.a. aequatio. charactére analytique. funda-
mentum. proprietas essentialis. ratio.

Definition: S. 35-36. 129.

Doppelfolgen
divergente: S. 64—65. 75.
konvergente (Gregory): N.20*. 51%. 60*. 63*.

64*. S. 64-65. 558. 560. 789.

endliche: S. 68. 251. 394. 443. 445.

Grenzwert: S. 111. 207. 249-250. 766. 799-800.
819.

s. a. limes. terminatio.

interpolierte: N.57*. S. 252.

irregulére: S. 252-253. 386.

Klassen (classes, genera, gradus): S. 7. 9. 31.
40. 43. 81. 103. 105.

konstante: S. 31. 102.

Konstruktion: S. 48. 65. 91. 105. 163.

monoton abnehmende: N.5% 6% S. 3. 32. 162
bis 163. 208-209. 214. 218. 222. 250. 283. 346.
403. 422. 444. 451. 453-454. 524. 555. 588. 607.
720. 783. 786. 789. 792. 819.
Summierbarkeit: S. 68-70. 105. 403.
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monoton wachsende: S. 22. 25. 32. 64-67. 70.
73.75. 80-86. 89. 93. 96-97. 100. 113. 127. 194.
196. 228-229. 250. 346. 361. 422. 444. 451. 453.
458. 462. 524. 556-557. 588—589. 607. 717. 720.
748. 751. 789. 803. 835.
beschrankte: S. 113.

Nullfolgen: S. 9. 86-87. 89. 89. 91. 98. 98. 523.
720. 819.

Quotientenfolge: S. 67. 92-93. 95-102. 106-107.
131-132. 170. 234-235.

Rechnen mit: N.45*. S. 9.

rekursive: N. 60*. 64*. S. 557. 560. 819-820.
s.a. progressio replicata. series replicata. se-

ries substitutriz.

Tafeln: N. 11%, 12%. 13% 14%. 38,™. 435%. 49,%.
53%. 579*. S. 27. 34. 47-48. 105. 242-243. 247
bis 248. 252-253. 291. 374. 377-380. 393-394.
408-410. 411. 413-415. 429-431. 524-527. 528.
670. 674. 733. 750. 810.
harmonische: S. 717-722. 729.

s. a. Differenzenschema.

von Abnahmen bzw. Zunahmen: S. 31. 65-66.
588. 717-720.

s.a. series decrementalis, incrementalis.

von Folgen: S. 719.

von geometrischen Gréflen: S. 254. 266. 325. 411.
555.

Absténde: N. 17*. S. 200.

Bogenstiicke: S. 198.

Dreiecke: S. 205.

Ellipsen: S. 126.

Kreispolygone: S. 97. 113. 588.

Kreissegmente: S. 205.

Ordinaten: N.385_-*. S. 526-527. 528. 556
bis 557. 560. 563-565.

Subnormalen: S. 438-439.

S.a. progressio geometrica. series geometrica.

von Néherungen: S. 792. 808. 825.

von Ungleichungen: N.46*. 62*. 66*.

s. a. Differenzen. Differenzenmethode. Differen-
zenschema. productio. progressio. Regeln. Rei-
hen. Reihenentwicklung. series.

Folgen, spezielle

arithmetische: N.19%. 20*. 53*. 73*. S. 20-23.
26. 30. 37. 44. 44. 46-47. 124. 132-133. 194.
228.239. 292. 325. 374-375. 415. 422. 431. 435.
450. 460. 462. 533. 607. 633. 664. 683-685. 698.
T16-717.727.733. 734. 740. 746. 751. 755. 803.
812. 818.

s.a. progressio arithmetica. Satz.

natiirliche Zahlen: S. 43. 46. 48. 52. 75. 166.
175-. 196. 199. 201. 225. 229-231. 236. 242
bis 243. 245. 247. 254. 294. 320. 365. 380.
429. 445. 577-579. 607. 684-685. 812. 815.
835.

s.a. progressio arithmetica naturalis.

ungerade Zahlen: S. 166. 187. 227. 232. 242
bis 245. 318. 405. 450. 579. 607. 684. 817.

Fakultédten n!: S. 375. 323-324. 333-334.

figurierte Zahlen: N.3*. 53% 57,*. S. 48. 167.
729. 750.

Dreieckszahlen: N.532%. S. 3. 5. 26. 47-48.
176. 191-192. 236. 247. 320-321. 361. 365
bis 367. 377. 380. 402. 429. 438. 445-446.
445.460-461. 527. 532. 555. 555. 601. 676.
729. 740. 750.

Kombinationszahlen: N.3*. S. 707. 729. 738
bis 742.

Pyramidalzahlen: N.532%. S. 292. 380. 402.
429. 729. 747-748. 750.

Trigonotrigonalzahlen: N.535*. S. 750.

s.a. Dreieck, arithmetisches (Pascalsches).
Folgen, spezielle, reziproke figurierte Zah-
len. Zahlen, figurierte u. reziproke figurierte.

Folge mit an - ant1 = b2: S. 452. 453-454.

2n"_1: N.59*. S. 815.

Folge mit a, =
n
Folge mit ay, = H 2=k+1. g 82 84.
k=1

geometrische: N. 7%, 59%. 8. 14. 22. 26. 28. 36.
47. 55-56. 61. 63-67. 64. 69-83. 85-91. 97.
99-101. 105. 112. 113-114. 117. 127. 127. 132.
139-144. 148. 189. 205-209. 209. 214. 218.
239. 283. 292. 317. 317. 328. 346. 357. 386.
430-431. 679. 684. 702. 704-705. 803.

s.a. progressio geometrica. Reihenentwick-
lung. Satz.
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harmonische: N. 8%, 9% 12%, 14% 22% 27% 29%
29%. 30%. 383*. 3810™. 47*. 49%. 52%. 53*. 54*.
55%. 57*. N.68*. 71%. S. 13. 53. 57. 68. 88.
107-111. 132-137. 140-141. 145. 161. 164. 175
bis 177. 180. 184. 185. 192. 193. 233—-238. 271.
271. 288. 290. 298. 344. 361-363. 366—368.
405. 435. 440. 444. 459. 464. 575. 581-584. 588
bis 590. 593-594. 596. 664. 691-693. 698-699.
810-811.

Bildungsgesetz: N.8*. 9* S. 108-110. 170.
329. 717-718.

Divergenz: S. 468. 677.

Fortsetzung: N. 8% 9% S. 716-717.

ganzzahlige endliche Folge: S. 717-722.

Partialsummen: N.49,*. S. 161. 169. 172. 256
bis 257. 315-316. 330-334. 337. 340. 810.

Produkte der Terme harmonischer Folgen:
S. 457-458. 722.

Summation: N.14%. 27%. 28% 52* 55% 57%
71*.S. 263. 272. 715. 723-730. 735. 746-748.

s. a. Dreieck, harmonisches. progressio harmo-
nica. Satz.

irrationale: N. 68*.

s.a. Potenzen bzw. Wurzeln.

konstante: N.47%. S. 716. 811.

Polynome: S. 385. 407. 422. 434. 520. 738. 752.
kubisches: N. 37*.

s. a. figurierte Zahlen.

Potenzen bzw. Wurzeln
allgemeine und hohere: S. 30-31. 43-44. 55.

125. 127. 195. 253. 421. 436. 444. 608. 724.

Quadratwurzeln: N.385%. 385*. S. 193-194.
196-198. 201. 203. 210. 223-225. 227. 230
bis 232. 382. 382. 383. 385. 407. 453-456.
480. 666—667.

Quadratzahlen: S. 21-25. 31. 43-44. 55. 131.
166—-167. 167. 187.191-192. 197-198. 201.
225. 227. 236. 245. 265. 317-318. 324. 357.
405. 435. 555. 555. 580-581. 729. 740.

s.a. Satz.

Kubikwurzeln: S. 193. 195. 199. 385.

Kubikzahlen: S. 43-44. 55. 194. 198. 201. 376
bis 379. 729.

Potenzen n™: S. 255.

rationale: N.43*, 44* 67%. 68*. S. 573-574. 789.

mit irrationaler Summe: N.68*. S. 102.

reziproke figurierte Zahlen: N.12*. 30* 36*.

382%. 53*. S. 50. 52. 52. 176-177. 431. 678.

729.

Summe: N.36%. 53%. S. 52. 176-177. 431. 676.

Teilfolgen: S. 387. 394. 469. 474.

Dreieckszahlen: N. 1%, 2%, 12%. 30*. 35* 36*.
3816—18™. 43%. 45%. 53*. S. 51-52. 57. 139.
141-142. 141. 145-147. 161. 175-177. 175.
190-191. 237-238. 272. 291-292. 324. 330.
365. 383. 390. 405. 429-431. 436. 438-439.
438. 456. 459-460. 465. 575-578. 580. 582.
590. 592. 596-597. 603-605. 676. 691. 701.
729. 810. 814. 829.

Partialsummen: S. 810.

Summe: N. 35%. 36*. 53%. S. 52. 141. 145. 149
bis 150. 153. 175. 176-177. 431. 456. 465.
470. 590. 592. 676.

Teilfolgen: N. 3815_15*. 43% S. 383. 470.
590-591. 594-595.

s.a. Satz.

Polygonalzahlen: N. 415*.

Pyramidalzahlen: N.30*. 53* S. 10. 11. 13.
16. 51-52. 57. 145-147. 150. 161. 176. 369.
390. 592. 676. 431.

Teilfolgen: S. 390.

Summe: S. 52. 150. 176. 369. 431. 592. 676.

Triangulotriangularzahlen: N.30*. 53*. S. 52.
146-147. 150. 369. 390. 431.

Summe: S. 52. 150. 369. 431. 676.

Triangulopyramidalzahlen: N.30*. 53*. S. 52.

reziproke Kombinationszahlen s. reziproke figu-
rierte Zahlen.
reziproke Polynome: S. 723-730.

1
y2 —
272. 345. 345. 386. 388. 392. 393-395. 470.
577. 591-593. 701.
Summe: N.433%. S. 175. 181-183. 386. 388.
592-593. 665.

T N.433%. 45%. S. 175. 181-183. 193.

Teilfolgen: N.433*. S. 386-389. 470. 589
bis 592. 726.
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1
—————: S, 438-443.
y(y+1)

1
[y(y + 1)]2
1
(y+1y?

reziproke Potenzen: S. 140-141. 235. 728.
Quadratzahlen: N.15% 70* S. 53-54. 58
bis 59. 124. 140-141. 151-153. 154-160.
193. 235-236. 298. 324. 357. 386. 392. 395
bis 396. 401-403. 401. 437. 439-443. 528.
575. 579-582. 591. 676. 693-695. 701-702.
727-728.
Partialsummen: S. 183—-184. 324.
Summe der alternierenden Reihe:
828.
Teilfolgen: N. 70*.
Kubikzahlen: S. 54. 140. 151. 153. 189. 235.
298. 317. 701-702. 727-728. 828. 828.
hohere Potenzen: S. 140. 151. 153. 695. 702.
Stammbriiche: N. 67*. S. 323. 587.
Wallissche Folge s. Produkt, Wallissches.
Folgendreieck s. Differenzenschema
Formel, Formeln: N. 51%. 60*. S. 384. 451. 453. 457
bis 460. 571. 573. 679. 770-771. 820.
binomische: S. 122. 239-240. 598-599.
quasi-analytische: S. 571.

: S. 438-443.

1 S. 438-443.

S. 828.

summierbare Reihen bzw. quadrierbare Kurven:
N.385™. 3816_18™. 43%. 44%. S. 432. 524-527.
603-604. 723-730. 815.
s. auch Gleichung. Reihen.
Formelsammlungen: S. 698.
fractio continuata: S. 36.
fraction
naturelle: S. 362-363. 366-369.
s. auch Folgen, spezielle, harmonische.
triangulaire: S. 362-363. 366—-368.
s. auch Folgen, spezielle, reziproke figurierte
Zahlen, Dreieckszahlen.
Frankreich: S. 347.
fulerum: N.24*. S. 288. 309. 310. 761-762.
functio: S. 251. 252. 426.
fundamentum: S. 5. 30. 34-35. 43. 48. 102-103.
117. 163.

Fundamentalgleichung s. aequatio fundamentalis.
Fundamentalregel s. Regel.
Fundamentalsatz s. Satz.

geometria
arcana: N.39%.
communis: S. 573.
nfinitorum: S. 126.
pura: S. 103.

Geometrie: S. 76. 91. 97. 239. 267. 484. /84 . 486.
504. 555. 559. 564. 573. 584. 607. 696. 726. 746.
analytische: S. 370-371.

Anwendung auf Folgen und Reihen: N.31%
3824, 50*.
der Indivisibilien: S. 69. 126.
des Unendlichen: S. 126.
Desiderate: S. 488.
Néherungen: S. 76. 105.
Operationen: S. 558.
Terminologie: S. 274.
Vervollkommnung: S. 90. 504.
zuléssige Kurven s. Kurven.
s.a. Axiom. geometria.

Gerade: S. 32. 33. 36. 64. 111. 126. 162. 195. 199
bis 201. 203-205. 219. 225. 228-229. 251. 273
bis 275. 335. 370. 371. 391-392. 397. 400. 405.
419. 423. 427. 480-482. 484-488. 490. 494. 498.
501-503. 507-508. 510. 515. 524. 556-557. 560
bis 564. 571. 585-586. 691. 696. 719. 737. 765.
891.

Gleichung: S. 371. 419.
s. a. linea recta.

Gleichung: N. 8*. 9*. 36*. 385*. 386*. 3811*. 3814*.
3816%. 3817%. 3818%. 39%. 48*. 62*. S. 5-6. 103.
108-109. 133. 135. 159. 206. 207-208. 209. 214
bis 215. 219. 225. 240. 249-250. 252-253. 265.
269. 279. 285-287. 289-290. 294. 313. 342. 352.
387. 406. 408. 434. 441. 443. 444. 446. 461. 461.
487. 492. 492. 494. 495. 498. 500. 502. 504. 514.
516-517. 521. 522. 581. 586-587. 591. 604. 609
bis 610. 614. 616-618. 624. 628. 631. 636—637.
644. 645—647. 646. 647. 649-651. 649. 650. 651.
653. 655. 657. 659. 659. 662-663. 662. 666. 671.
673. 675. 688. 702. 715. 720. 723-724. 739-740.
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750. 751-753. 754. 757. 760. 762. 765-767. 769

bis 770. 769. 771. 7T76-777. 779-780. 780. 786.

800-801. 808. 818. 819-822. 822. 835.

algebraische: S. 507. 723. 786. 808. 635. 664. 760
bis 762.

Auflésung: S. 492. 567. 790.
durch Logarithmen: S. 783. 790.

bestimmten Grades: S. 557. 723.

Eliminierung von irrationalen Termen: S. 240.

hoheren Grades: S. 6. 207. 252. 380. 510. 570.
572. 587.

Konstruktion: S. 507.

kubische: N.37*. S. 207. 214.

logarithmische: S. 507. 783-785. 790.

Loésungen s. Wurzeln.

quadratische: S. 207. 214. 371-372. 376-377.

Reduktion auf reine: S. 103.

Reduktion des Grades: S. 207. 219. 373. 418.
615.

Substitution: S. 59. 120. 371-373. 372. 411. 416.
421. 425-426. 451. 461. 480-481. 494. 500. 504.
508. 513-516. 521-522. 529-531. 534. 536. 541
bis 542. 544. 547-549. 552-554. 565-566. 609
bis 610. 614-615. 617-618. 621. 623-624. 626
bis 627. 636. 638. 645—646. 649. 657. 663. 666.
698. 753. 761. 769-770. 772. 777. 780. 782. 786.
788. 791-792. 797. 820.

Teilerermittlung: S. 567. 791-792.

Umordnen der Terme: S. 567. 567.

(mit mehreren) Unbekannten: S. 373. 376. 380.
424-425. 427. 487. 508. 552. 569. 571-573. 587
bis 588. 617. 628. 647. 652—-653. 655. 659. 662
bis 663. 762. 765. 779. 784. 819-820.

unendliche: N.48% S. 570. 783-786. 789-790.
792-793. 796.

unlgsbare: S. 618. 636. 649. 651.

Zerlegung: S. 801. 819-820.

s. a. aequatio. Algebra. Ellipse. Exponentialglei-
chung. Folgen, Bildungsgesetz. Gerade. Grofie.
Hyperbel. Kegelschnitte. Kreis. Logarithmus.
scientia.

globus: S. 482.
GroBe (magnitudo): S. 63. 65-66. 247. 277. 486.

555-556. 709. 757. 803-804. 816.

endliche: S. 75-76. 89. 97.
unendliche: S. 97. 305.
des Unendlichen: S. 69.

GroBe (quantitas): N.56%. S. 15. 35-36. 47. 64-65.

68. 74. 79. 84. 86. 89. 96-97. 99. 103. 117. 162
bis 165. 224. 249. 278-279. 286. 351-352. 381.
395. 401. 405. 407. 415-416. 449-451. 453. 506.
510. 520-521. 523. 526-527. 532. 561. 583. 605.
621. 629. 636. 643. 677. 716. 724-726. 728. 758
bis 763. 766. 770. 785. 788. 791. 796. 799-800.
808.
bekannte (cognita): S. 33. 65. 76. 81. 89. 91. 375.
395. 410. 416. 439-440. 457. 462. 471. 507-509.
518. 520. 532. 541-542. 587. 627-628. 640. 642.
653. 728. 762. 766. 783-784. 786. 789. 793. 800.
beliebige (arbitraria): S. 5. 90. 286. 373. 481.
525. 532. 542. 552. 613. 616-617. 637-638. 647.
T17. 728, 777778, 782. 791-792. 819-820.
bestimmte (determinata): S. 5. 36. 163. 521.
666. 759-761.
endliche: S. 64. 85. 272. 588. 677.
assignabilis: S. 212. 224-225. 342. 450. 799
bis 800.
konstante (constans, invariabilis, invariatus):
S. 273-274. 276-277. 287. 325. 451. 456. 458.
462. 480-481. 490. 507. 525. 532. 587. 603.
607. 608. 636. 648. 691. 751. 778. 785. 786.
820. 834.
unabhéngige (separata): S. 642.
unbekannte (ignota, incognita, quaesita):
S. 250. 373. 376-377. 380. 407. 424-425. 427.
447. 451. 487. 501. 508. 524. 552. 565. 569. 571
bis 573. 587-588. 617. 628. 640. 647. 652-653.
655. 659. 662-663. 762. 765. 773. 779. 783-784.
786. 7T88-789. 792-793. 801. 820.
capitalis: S. 572.
interveniens: S. 572.
unbestimmte (arbitraria, indefinita, indetermi-
nata): S. 5. 90. 158. 285-286. 373. 478. 481.
525. 532. 542. 552. 541. 556. 566. 569. 571. 573.
607-608. 610. 613. 616-618. 634. 637-638. 647.
717.728. 770. 777-778. 782. 791-793. 819-20.
variable (inconstans, variabilis, varians):
S. 294. 528. 746. 751. 820.
s.a. Binom. Dimensionsgréfie. unendlich. Zahl.
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Harmonie: S. 252. 273. 342.

heliz: S. 199. 476. 484—485. 559. 571.
S.a. spira. Spirale.

Hexagon s. Polygon.

Hyperbel: N.382%. 3819 _11%. 433%. 58%. 64*. 71%.
S. 31-32. 283. 288-292. 305-306. 312-314. 317.
317. 341. 382. 396. 419. 464. 488. 490-491. 493
bis 496. 502. 505-507. 510-511. 515. 517-518.
527. 583-586. 684. 700. 702. 729. 821.
figura rationum: S. 488.

Fliche: N.3810*. S. 97. 288. 291-92. 306. 314.

384. 490. 505-507. 559. 583-586. 709.

Gleichung: S. 358. 411. 418. 420-421. 434. 490.

493. 500. 515. 585. 637. 684. 702.

hohere (hyperboloeides): S. 266. 305. 385. 488.

752.

Gleichung: S. 752.

mit irrationalen Exponenten: S. 488.

rationale: S. 709.

Quadratur: S. 709.

cubica (a® = xy?): S. 413-414. 466. 585. 829.

Quadratur: S. 413—14. 829.
quadratica (a? = xy): S. 829.
Quadratrix: S. 267. 475. 479-481. 496.
Quadratur: N.385%. 3810_11%. 435*. 58%. 64*

S. 204. 219. 251. 288-292. 313. 411. 419. 429.

464. 493-495. 515. 517. 559. 583-584. 607.

637. 723. 726. 758. 785. 829. 832.

Beweis der Unmoglichkeit: S. 758.

néherungsweise: S. 283. 723.

Zusammenhang mit Quadratur des Kreises:
N.3810%. 433™. S. 288. 459. 462-464. 495.
800-801.

Quadratur (Brouncker): S. 458.

Quadratur (Gregory): S. 800.

Quadratur (Heuraet): S. 559.

Quadratur (Mercator): S. 207. 726.

Quadratur (Saint-Vincent): S. 251. 505. 559.
Reihe: N. 3810*. 433*. S. 288. 383-384. 386. 388.

459. 464. 583. 589-590. 726. 785. 800.

Reihenentwicklung: S. 288. 357. 702. 833.

s. a. Folgen, spezielle, harmonische.

Rektifikation: S. 382. 383. 495. 558.

Bogenelement: S. 313. 316. 493-495. 518.

Subtangente: S. 585—-586.
Tangentenrechnung: S. 341. 585. 702.
s. a. Kegelschnitte.

Identitét, algebraische: S. 209. 293. 376. 380—381.
565. 569. 577. 752-753. 766. 783-784. 786.
index: S. 571. 751.
Indexbezeichnung: S. 350. 830.
incrementa s. Differenzen, Zunahmen.
Indivisibeln: S. 30. 69. 126. 199. 227.
Induktion: S. 84. 183. 342. 584. 713. 717. 751.
Methode von Wallis: S. 183.
Infinitesimalen: S. 65. 128. 212. 224. 225. 293. 724.
725. 751. 799-800. 818. 824.
s.a. unitas constructionis.
infinities infinitum: S. 9. 89. 141. 150. 151. 153.
158. 164. 677.
Instrument: S. 492. 560.
Konstruktion des Logarithmus: N.3815 137,
S. 484-485. 729.
Integralrechnung: S. 673-674. 738. 740. 820. 832.
Integration durch Reihenentwicklung: N.56%.
N.58% N.61*. S. 795. 832.
s. a. Reihenentwicklung.
Symbole: S. 668. 830.
s.a. Quadratur. Rektifikation.
intelligentia: S. 484.
directriz: S. 486.
Interpolation: N.575%.
Methode (Collins): S. 252. 252.
Methode (Wallis): S. 792.
Probleme (Wallis): S. 558.
Tafeln (Mengoli): N.575*.
intervalla s. Folgen von Abstanden.
inventio: N.51%. 533, S. 4. 207. 251. 484. 559. 704.
748. 758. 771. 819. 835.
isochronismus: S. 558.
Kalenderrechnung: S. 681.
Kanon s. Regeln.
Kegel: S. 228. 230-231. 481-482.
Kegelschnitte: N.61*. S. 485-486.
Brennpunkt: S. 250.
Gleichung: S. 421. 770. 776.
Parameter: S. 249. 250.
Rektifikation N.61%.
s.a. Ellipse. Hyperbel. Kreis. Parabel.
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Kettenbruchentwicklung: S. 661-662. 661. 662.
826. 826.

Kettenlinie: S. /91.

s.a. Parabel, Trochoide.

klein: S. 483. 725.
beliebig (quantumlicet, quantumuvis parvus):

S. 200. 451.

unangebbar (indicibiliter parvus): S. 346.

s. a. unendlich.

Korper, geometrischer: S. 32. 35. 195. 208. 247.
392. 398-399. 427. 442. 498. 556. 558. 587.
Oberflache: S. 427. 498.

s.a. corpus. cuneus. Ellipsoid. Kegel. Kugel. Pa-
raboloid. Prisma. Pyramide. solidus. Wiirfel.
Zylinder.

Kombinationen: N.3*. S. 587. 703. 820.

s.a. combinatio.

Kombinationszahlen s. Zahlen, figurierte.

Kommensurabilitat: S. 261. 335. 615. 698. 734.
S.a. Mensura CoOMMunNis.

Komplanation: S. 498. 558-560.

Konchoide: S. 31. 485.

Konstruktion: S. 34. 36. 48. 63. 65. 73. 76. 91. 97.
103. 105. 127. 163. 481. 483. 484. 488. 492. 497.
504. 507. 558-559. 573-574. 662. 698.
Methoden: S. 97. 483. 485.

s.a. constructio. Kurven. Logarithmus. unitas
constructionis.

Kontrollzahlen s. Zahlen.

Koordinatensystem
geradliniges: S. 556.
krummliniges: S. 556.

Kosekans: S. 313. 335. 488. 527. 574. 701. 701.
s.a. figura angulorum.

Kraft: S. 555. 558-561. 563.

Elastizitat: S. 558. 563.

Schwerkraft: S. 559-560.

S.a. vis.

Kreis: N.23*. 24* 25% 26%. 31%. 34*. 3810*. 46*.
58*. 66*. 69*. S. 31. 41. 61-68. 61. 91-92. 97.
113. 125-126. 199. 201. 205. 226-227. 228-232.
266-267. 318. 335. 347. 352. 370-373. 370. 385
bis 386. 388—-389. 420. 426—427. 428. 459. 462.

479. 484-485. 492. 501. 511-512. 556. 588-591.
637. 677. 701. 737. 769. 792-796. 816.
Evolvente: S. 485. 558.

Flache: S. 468. 559.

Gleichung: S. 314. 352. 358. 370. 373. 385. 420.
428. 476. 479-481. 637. 668. 679. 757. 760. 769.
793-796. 805.

Halbkreis: S. 205. 273. 310. 470-471. 668.

irrational zum Durchmesser: S. 823.

Mondchen des Hippokrates: S. 228. 250.

Quadratur N.24* 25% 26* 34% 380 11%
433*. 58*. 60*. 64*. 66*. 69*. S. 199. 205. 232.
266. 386. 389. 426. 459. 462-464. 485-488.
495-496. 511. 515. 517. 557. 559. 572-573.
588-591. 632. 726. 769. 816. 823.
algebraische: S. 485.
arithmetische: S. 749.

Beweis der Unméoglichkeit (Gregory): S. 758
bis 759.
Kontroverse: S. 759. 759.

Beweis der Unmdglichkeit (Leibniz): S. 759.

geometrische: S. 485.

(Gregory): S. 800.

Ludolphsche: S. 726.

niherungsweise: N. 26*. 34*%. 60*. S. 283-284.
287. 347. 352. 726.

Zusammenhang mit Quadratur der Hyperbel:
N.3810™. 433*. S. 288. 459. 800-801.

s.a. Produkt, Wallissches.

Rektifikation: N.24%. 25%. 26%. 34*. S. 485. 558.
588-589.

Bogenelement: S. 313. 479-481. 572-573. 588.
754.
niaherungsweise: N.46%.

Segment: N.23*. 24% 25% S. 68. 205. 318. 336.

Sehne: S. 67. 69. 91. 279. 309-310. 760. 764.

Sektor: N.60*. 63*. S. 41. 279-280. 288. 309
bis 311. 345. 800-801.

Oktant: S. 277-280. 277. 469. 671-672.

Quadrant: N.24% 25% 26%. S. 226-227. 228
bis 232. 335. 335. 336. 347. 462. 46. 469-472.
677.

Subtangente: S. 472.

Umfang: S. 63-64. 64. 67. 226. 229. 285. 302.
302. 311. 462. 465. 468. 485. 556. 558. 588.
792.
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s. a. Kegelschnitte. Versiera. Zykloide.

Kreispolygon
einbeschriebenes: N. 60*. 63*. 64*. S. 61-69. 61.

64. 97. 113. 125-126. 125. 313. 588.

Quadrat: S. 485. 588.

6-Eck: S. 63. 64. 65. 69. 113. 280.
Umfang: S. 63.

8-Eck: S. 279. 588.

12-Eck: S. 113.

16-Eck: S. 588.

24-Eck: S. 113.

48-Eck: S. 113.

360-Eck: S. 311.

umbeschriebenes: N.60*. 63%. 64*. S. 65. 126.

313. 589.

Quadrat: S. 589.

6-Eck: S. 280.

8-Eck: S. 277. 280.

360-Eck: S. 311.

Kreisreihe: N. 24%. 25%. 26, 34*. 38,0*. 433%. 46*.
66*. 69*. S. 251. 255. 315. 318-319. 336. 336.
342.345. 345. 346. 386-389. 459. 462-464. 529.
589-591. 595. 726. 753-754. 792-796. 800. 816.
schnell konvergierende: S. 352.

Kreisring: S. 228-229.

Kreisteilung
néherungsweise mittels geometrischer Reihen:

S. 111.

Kubatur: S. 247. 392. 498. 558.

Kubikwurzel s. Wurzeln.

Kugel: S. 226. 228-232. 482.

Grofikreis: S. 229.
Oberflache: S. 229. 558.
Volumen: S. 226. 228.
s.a. globus. sphaera.

Kurven: N. 16*. 17%. 20*. 23*. 385%*. 3810_15™. 39*.
40*. 48%*. 57*. 58*. 61*. S. 69. 74. 76. 91. 97. 99.
232. 246. 252. 255. 279. 314. 403. 423-424. 427.
723. 734. 757-758. 766. 790. 793. 800. 820-821.
829. 832.
algebraische: S. 249-250. 266. 399. 412. 415. 421.

485-488. 492-493. 504. 508. 527. 563. 570-574.
723. 738. 741. 769. 820.
hoheren Grades: S. 250. 571.

Anwendungen: S. 485-486. 504.
Bildungsgesetz, Gleichung: S. 486. 555. 557. 563
bis 564. 570-573. 769.
s.a. aequatio. formula. Gleichung. regula. re-
latio.
Brennpunkt: S. 2/9. 250. 491. /91. 557.
endlose: S. 31.
endlicher Lange: S. 31.
Evolute: S. 193-195. 199. 488.
Quadratur: S. 195.
Evolvente: S. 193-195. 199. 485. 487-488. 558.
in der Geometrie zuléssige: S. 476. 485—487. 492.
555-557. 570-571. 574.
geschlossene: S. 31.
Konstruktion: N. 3815 14™. S. 476. 481-483. 555
bis 560. 820.
analytische: S. 488. 557. 559.
arithmetische: S. 696.
durch Quadratur: S. 488.
exakte: S. 484-485.
Fadenkonstruktion: S. 488.
geometrische: S. 485-486. 488. 557. 559.
kontinuierliche: S. 484. 486-487. 555-556. 558.
561.
optische: S. 560.
physikalische: S. 558-59.
punktweise: S. 484. 486-487. 557.
semianalytische: S. 557.
semigeometrische: S. 481.
synthetische: S. 559.
mechanische: S. 486-87. 696.
physikalische: S. 487. 558-559.
Pol: S. 557.
quadrierbare: S. 251. 266. 410. 412-413. 476.
488. 527. 578. 757.
Formeln: N.385%. 3816_18%. S. 525-527.
Tafeln: N.575%.
Schnittpunktbestimmung: N. 20%*.
Segment: S. 251.
spezielle
Absténde der Tangenten vom Scheitel bilden
summierbare Reihe: S. 200. 205.
kubische: S. 487.
Mediceische: S. 492.
Ovale: S. 31.
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quadratische: S. 487.

Zuwéchse umgekehrt proportional zu Ordina-
ten: S. 561-562. 568.

Zuwéchse umgekehrt proportional zu Qua-
draten der Ordinaten: S. 563-568. 570-571.
677. 677.

s. a. Ellipse. Exponentialkurve. Fakultdten n!.
Hyperbel. Kegelschnitte. Kettenlinie. Kon-
choide. Kosekans. Kreis. Logarithmus. Para-
bel. Quadratrix. Rollkurven. Sinus. Spirale.
Versiera. Zissoide. Zykloide.

Subnormale: S. 251. 423-427. 562. 564. 572.

s. a. reducta.

Subtangente: S. 251. 423-427. 472. 562-564.

570. 677. 677. T74-TT5. 174 . 822.

s.a. producta.

transzendente: S. 266-267. 475-476. 485-487.

492-493. 504. 527. 571. 573-574. 696.

Zentrum: S. 273-274. 347. 467. 490. 501. 505.

510. 557.

.a. curva. Extremwerte. figura. Figuren, geo-

w

metrische. linea. Quadratur. Rektifikation.
Tangenten. Tangentenmethode. Tangenten-
rechnung.

latus

rectum: S. 491. 498. 502. 513-514. 766.
transversum: S. 491. 502. 513.

Licht: S. 87. 229. 335. 527. 584. 723.

analytisches: S. 761.
Strahlen: S. 560.

limes: S. 207.
linea: S. 69. 74. 76. 97. 99. 211-212. 232. 246. 252.

279. 403. 476. 484. 504. 507. 556-557. 560. 737.
829. 832.

analytica: S. 485-488. 493. 504.

anonyma: S. 496.

curva: S. 91. 507.

geometrica: S. 485—487. 492-493.
interminata: S. 41.

involuta: S. 491.

logarithmica: S. 484—487. 492. 507. 509-510.
mechanica: S. 486-487.

naturalis: S. 510.

non analytica: S. 486—487. 493. 504.

non geometrica: S. 485. 493.

non transcendens: S. 723.

nullius gradus: S. 487.

omnium graduum: S. 504.

pantometra: S. 504.

physica: S. 487.

recta: S. 36. 126. 371. 419. 482. 486. 560. 696.
serpentina: S. 491.

tetragonistica: S. 487.

s.a. Gerade. Kurve.

Lineal: S. 492. 509-510.

litera probatoria: S. 628.

locus
ad cycloidem: S. 573.
ad lineam: S. 556.
ad superficiem: S. 556. 573.
ad solidum: S. 556.
intersectionis: S. 249.
linearis: S. 485.

Logarithmus: N.71%. S. 250. 251. 505. 475. 484
bis 487. 492. 496. 507-511. 527. 558-559. 574.
703. 729. 748. 751-752. 762-763. 783-785. 789
bis 790. 801.

Konstruktion: S. 481. 496. 511. 558-559. 729.
Kurve: N.71*. S. 250. 251. 267. 475. 484-487.
484. 492. 492. 496. 507. 509-511. 527. 574.
751.
Ableitung: S. 527. 751.
Bogenlange: S. 496. 511.
Gleichung: S. 751.
Integral: S. 751.
Quadratur: S. 251. 475. 751.
Teilung: S. 251.
Rechenoperationen: S. 511. 703.
Reihe: S. 751. 785. 790.
s.a. Hyperbel, Reihe. Hyperbel, Quadratur.
Tafel: S. 783.
s.a. quasi logarithmus.
logistica decimalis S. 287.
Luftdruck: S. 563.

Magnetismus

Deklinationstafeln: S. 252-253. 253.
magnitudo s. GroBe.
Mechanik: S. 555.
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mensura communis: S. 261. 615. 698. 734.
mesolabum generale: S. 558.
Methode, Methoden

analytische: S. 571. 751. 783.

Approximation: S. 105-106. 791-792.

geometrische: S. 252. 395.

Rechenmethoden
Berechnung von Kubikzahlen: S. 46.
Division: S. 391. 447.

Rechnen mit Folgen, Produkten etc.: S. 36.

Reduktion von Binomen in Nennern und Wur-
zeln: S. 218-219.

Vermeidung von Fehlern: S. 623.

semianalytische: S. 557. 571.

synthetische: S. 250. 421. 587.

von Collins s. Interpolation.

von Descartes s. Algebra. Tangentenmethode.

von Diophant s. Algebra.

von Gregory: N.20*. S. 64.

von Heuraet s. Rektifikation.

von Hippokrates zur Mondchenquadratur:

S. 228.

von Huygens zur Summation der reziproken
Dreieckszahlen: S. 431.

von Mercator s. Reihenentwicklung.

von Saint-Vincent s. Hyperbel, Quadratur.

von Sluse s. Tangentenmethode.

von Wallis s. Induktion. Interpolation.

s.a. Algebra. Beweis. Differenzenmethode. In-
duktion. Interpolation. Konstruktion. metho-
dus. modus. Quadratur. ratio. Reihen, Sum-

Rektifikation.

Tangentenmethode.

mation. Reihenentwicklung.

scriptura  universalis.

Teilung. via. Zahlen, ganze.

methodus

a priori sive per synthesin: S. 421.
describendi: S. 251.

demonstrandi: S. 218.

determinandi: S. 65.

dividendi: S. 447.

divulsionum: S. 728. 820-821.

extrahendi: S. 46.

generalis: S. 102. 240. 251. 757. 768. 820. 821.
geometrica: S. 252. 395.

inquirendi: S. 102. 105. 633.

inveniendi: S. 427.

marabilis: S. 46.

purgandi: S. 240.

revocandi: S. 386. 559.

specialis supputationis: S. 36.

uniformis: S. 587.

universalis: S. 33. 36. 78. 105. 126. 250. 633.

Mittel: S. 792.
geometrisches: S. 697. 758.

s. a. Proportionale, mittlere.
harmonisches: S. 697-698. 716. 733. 758.

modus: S. 86. 91. 250. 252. 374. 391. 608. 758. 789.
820. 835.
analyticus: S. 571. 751.
approquinquandi: S. 792.
componendi: S. 789.
convergendi: S. 763.
convertendi: S. 751.
demonstrandi: S. 476.
describendi: S. 557. 559.
exprimendi: S. 733.
extrahendi: S. 523.
generalis: S. 763.
inveniendi: S. 35-36. 45. 47. 90. 401. 674. 784.
inquirendi: S. 757.
medius inter aliquid et nihil: S. 206.
ratiocinandi: S. 457.
reperiendi: S. 375.
resolvendi: S. 781.
solvendi: S. 32.
summandi: S. 128. 218. 421.
tractandi: S. 787.

Moéndchen des Hippokrates s. Kreis.

Moment: N.385_3%. 389_11%. 40%. 42%. 45%. 3. 192.
266. 291-292. 426. 438-439. 441-442. 494-496.
515. 517-518. 651. 651. 696. 702.

monas: S. 599. 601.

Miinzrechnung: S. 138. 138. 271. 271. 300. 300.

Multinom: S. 207.

Multiplikation: S. 4-5. 9. 31. 33. 36. 85-86. 93. 113.
167. 207. 511. 538. 611. 615. 729. 783.
fortgesetzte: S. 31. 113.
unendliche: S. 85.

n! s. Fakultaten.
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Niherungen: N.26*. 32%. 34*. S. 33. 76. 105-106.
111. 283-284. 289-290. 376. 523. 723-726. 726.
730. 748. 766. 791-793. 808. 824-825. 828.
Methoden: S. 105-106. 791-792.

Neunerprobe: S. 303. 307-309. 311. 354. 356. 543
bis 544. 544. 607. 612-614. 614 . 623-624. 624.
628-630. 660.

S.a. NOVeNarius.

Notation: S. 5/. 64. 151. 151. 249. 293. 315. 342.
346.360. 361. 370. 386. 406-407. 629. 668. 724.
724. 184. 824. 827. 829. 830.

s. a. Integralrechnung, Symbole. Zeichen.

novenarius: S. 623. 628—629.

Null s. Zahlen.

numerus
artificialis: S. 508.
integer: S. 57. 90. 445-447. 520.
invariabilis, invariatus: S. 274. 277. 451.
irrationalis: S. 98. 102. 240. 421. 444. 453. 504.

520.
purus: S. 98.
rationalis: S. 102. 488.
surdus: S. 98. 102. 240.
s.a. unendlich. Zahlen.

Orter, geometrische: N.20%. S. 485. 556-558. 573.
s.a. locus.

Oktogon s. Polygon.

omniscius: S. 252.

Optik: S. 486. 560.

ordo numericus: S. 48. 176-177. 747.
s.a. Zahlen, figurierte.

Parabel N. 16™. 17*. 3815_14%. S. 30-31. 229. 359.
421. 423-425. 479. 481-483. 555. 555. 558-560.
560-562. 568-570. 684. 738. 755. 793-794. 816.
821.

Brennpunkt: S. 491. 491. 500.
Evolute: S. 193.
Gleichung: S. 423. 42/. 479. 684. 793. 816.
hohere: S. 30-31. 266. 305. 385. 407. 422. 434.
487-488. 709. 738. 752.
Cartesische: S. 483. 484.
Gleichung: S. 752.

Heuraetsche (semikubische) Parabel: N.16%.
S. 359. 486—488.
Quadratrix: S. 488.
Rektifikation: S. 487. 487.
Trochoide: S. 486-487.
kubische: S. 193. 677.
mit irrationalen Exponenten: S. 487.
rationale: S. 709. 736-738.
Quadratur: S. 709.
Konstruktion: S. 559-560.
latus rectum: S. 491. 498.
latus transversum: S. 492.
Normale: S. 490. 498.
Subnormale: S. 423-425. 562.
Quadratur: S. 30. 194. 225. 246-247. 423-425.
709.
Rektifikation: S. 204. 219. 558-559.
Bogenlange: S. 490-493. 495. 495. 500. 503.
Schwerpunkt: S. 495. 495.
Segment: S. 225.
Sehne: S. 482.
Streifen: S. 481-482. 504.
Tangente: N. 17%. S. 423-425. 561-562.
Subtangente: S. 423-425. 561-562.
Trochoide: N.3815 14%. S. 382. 383. 481-483.
485-489. 558-559.
Gleichung: S. 498-500.
S.a. curva constructriz generalis. figura meso-
laba. figura pantometra. linea pantometra.
Wurfparabel: S. 560-562.
s. a. Kegelschnitte.
parabola
cubica: S. 193. 486-488.
quadrato-cubica: S. 487.
secundi generis: S. 483. 484.
Paraboloid
Oberflache: S. 495.
parameter, parametrum: S. 250. 325.
Partialsummen s. Folgen. Reihen.
Pendelisochronismus: S. 558.
Pentagon s. Polygon.
Physik: S. 558.
Pneumatik: S. 562-563.
Polygon
ein-, umbeschriebenes: N.50*. 60*. 63*. S. 105.
113.126. 194. 199. 225-226. 250. 404-405. 524.
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Methode von Saint-Vincent: S. 757. 757.
s. a. Kreispolygon.
s.a. polygonum. Zahlen, figurierte.
polygonum
regulare: S. 757. 757.
regulatum: S. 691.
Polynom
Zerlegung in Faktoren: S. 391. 394. 465-466.
575. 583.
s. a. Folgen, spezielle.
Potenzen: S. 42. 64. 66. 76-78. 88. 100. 376. 407.
508. 725. 738. 783. 786. 796.
s.a. Algorithmus. Folgen, spezielle. potestas af-
fecta. Zahlen.
potestas affecta: S. 64. 738.
Prisma: S. 195. 230-231. 398. 581.
Probleme
Algebra und Zahlentheorie: S. 109.
algebraisch 16sbar, nicht mit algebraischen
Kurven konstruierbar: S. 504.
constructio aequationum: S. 483.
Diophantische: S. 770-771.
Sechsquadrateproblem: S. 10.
Folgen und Reihen: N.1*. 2% 4% 5* 8% 533%,
S. 90-91. 109. 149. 252. 558. 699. 712. 712.
Geometrie: S. 607.
irreguléare: S. 558-559. 819.
Komposition und Teilung von Verhéltnissen:
S. 504. 558.
Kurven: N.39%. S. 504. 676. 677.
Quadratur: S. 252. 476. 573-574. 790.
Rektifikation: S. 479.
Losung
mittels Kreis und Gerade: S. 370. 371.
mittels zweier Kreise: S. 370. 371.
schwer zu konstruierende: S. 573.
transzendente: S. 558.
universelle: S. 126.
zwel mittlere Proportionalen finden: S. 6.
producta: S. 251. 562-564. 570.
productio: S. 36.
Produkt: S. 80. 100. 106. 142. 142. 673. 674. 677.
703. 739-740. 770. 803-804.

Folgen: N.29%. S. 31. 36. 48. 82. 86-87. 92-102.
149. 184. 184. 321. 323-324. 344. 703. 707. 810.

Wallissches: N.69*.

s. a. Fakultéten.

progressto

affecta: S. 64.

arithmetica: S. 20-23. 26. 30. 37. 44. 75. 124. 132
bis 133. 239. 243-245. 292. 374-375. 415. 422.
431. 449-450. 533. 555. 607. 633. 698. 702. 708.
T11.716-717.725. 727. 733. 734. 740. 818. 835.
dupla: S. 46-47.
naturalis, naturaliuvm: S. 75. 175.
rationalis: S. 818.

complicata: S. 64. 67. 75. 81. 86. 97. 105-106.
113. 127.

componens: S. 37.

crescens: S. 66—67. 80. 89. 93. 97. 113. 127. 607.

convergens: S. 64.

decrescens: S. 50. 56. 60. 66-67. 69-70. 77-78.
80. 82. 84. 89-90. 93. 99. 106. 127. 208-209.
214. 239. 422.

divergens: S. 64. 75.

evanescens: S. 86—87. 91. 113.

fundamentalis: S. 48.

geometrica: S. 22. 26. 28. 36. 55. 63—-65. 69-72.
74-78. 82-83. 85-89. 97. 99-101. 105. 113. 117.
208. 292. 328. 346. 386. 431. 492. 555. 705. 734.
757. 803.
affecta: S. 64.
deformata: S. 328.
dupla: S. 46-47. 65-67. 72. 89. 97. 431. 757.
pura: S. 64.
quadrupla: S. 431.
secundaria: S. 70. 82. 87.
tripla: S. 431.

harmonica: S. 68. 88. 107-109. 113-114. 116
bis 117. 119-120. 123-124. 129. 170. 255. 263.
271. 315. 320. 323-325. 327. 330. 336. 435.
588. 685. 691. 698-699. 700. 704. 708. 711.
T15-T17. 719. 722. 726-727. 731. 733. T48.
829.

homologa: S. 37. 45.

interiecta: S. 37.

irreducta: S. 30.

numerica: S. 555.

parallela: S. 37-38.
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perturbata: S. 117.
primana: S. 22. 25.
primitiva: S. 699.
pura: S. 64. 84. 97.
quasi geometrica: S. 75.
reassumta: S. 70. 113.
recta: S. 117.
reducta: S. 30.
replicata: S. 557. 560.
secundana: S. 22—26.
summabilis: S. 205. 214. 219. 299. 588.
vera: S. 32.
s. a. Folgen. Reihen. series.
Proportion: S. 31. 66. 69. 76. 94. 221. 276. 484-485.
arithmetische: S. 599. 751. 803.
Satz von Sluse: S. 803.
geometrische: S. 218. 803.
harmonische: S. 116-117. 120. 130.

proportional: S. 31. 35. 126. 195. 559. 563. 572. 737.
829.
arithmetisch: S. 132. 803.
harmonisch: S. 119. 124.
reziprok: S. 561-563. 568.

Proportionale
dritte: S. 41.
mittlere: S. 41. 132. 194. 224. 225. 250. 251. 484.

558. 763.

zwel mittlere: S. 6. 486.
vierte: S. 41. 682.

s.a. Mesolabum.

proprietas essentialis: N.73%,

Pyramide: S. 195. 230-231.

Quadrat: S. 21. 212. 226. 228-230. 239. 242. 280.
301. 318. 358. 365. 500. 500. 578. 737. 750. 794.
s.a. Zahlen.

Quadratfufl: S. 365.

Quadratrix: S. 264. 267. 313-314. 411. 424. 426.
475-476. 479-481. 487-488. 492-494. 496. 511.

518. 572-573. 768. 776. 821.

s.a. curva homogenea. curva quadratriz. curva
syntomos. figura homologa. figura homoge-
nea. figura quadratriz. figura summatriz.
figura sygnota. figura symmetros. linea te-
tragonistica.

Quadratur: N. 38, 40*. 575™. 60*. S. 30-31. 64. 91.
195. 205. 266. 313. 335. 346. 558. 572-574. 751.
757. 809. 819-821. 829.
absolute: S. 476.
algebraische: S. 485-486.
arithmetische: S. 749.
geometrische: S. 267. 485—486.
der Kreismondchen (Hippokrates): S. 228.
Methoden: N.21%* 61*. S. 91.

Exhaustionsmethode: S. 105-106. 250.
1. Methode von Leibniz: S. 250. 250. 251-252.
251.
2. Methode von Leibniz: S. 251-252. 251.
s. a. Transmutationssatz.
néherungsweise: S. 105-106. 283-285.
transzendente: S. 267.
Zuriickfihrung auf Hyperbelquadratur: S. 801.
Zusammenhang mit Reihensummation: N.38%.
40*. 50*. 71*. S. 30-31.
s. a. dimensio. Ellipse. Hyperbel. Kreis. Kurven.
Logarithmus. Parabel. Zykloide.

quantitas
realis: S. 645.
vera: S. 647.

s.a. Grofle. Zahl, reelle.
quantum: S. 99.
quasi logarithmus: S. 508. 752.

radiz
ageometrica: S. 523.
imaginaria: S. 373. 521-523.
impossibilis: S. 479. 521.
irrationalis: S. 383. 385. 820.
realis: S. 521. 523.
surda: S. 69. 253. 346.
s.a. Wurzeln.

ratio: S. 7. 12. 23. 31. 34-36. 39. 41. 45. 48-49. 55
bis 57. 59. 62-81. 83-91. 93-102. 106-107. 109.
113. 116-120. 123-128. 147. 149. 170. 173. 195.
197. 200. 206. 208-209. 211-212. 214. 216. 220
bis 222. 224. 226. 229-230. 232. 234. 236. 246.
251. 253. 259. 276. 278. 285-286. 288. 302. 324.
335. 342. 393. 462. 469. 479. 481. 485. 488. 490.
492. 499. 504. 507. 524. 527. 558. 561. 563. 565.
571. 584. 598-600. 601. 633. 671. 675. 696. 708.
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715. 722. 729. 734. 740. 744. 746. 761. 767. 770.
77T, 787. 789. 793. 803-804. 821. 823. 824. 826.
autoris rerum: S. 486.
colligendi summam: S. 263.
commensurabilis: S. 335.
componendi: S. 106.
construendi: S. 97. 559.
convertendi: S. 792.
describendi: S. 486—487.
dividendi: S. 792.
eliminandi: S. 427.
enumerandi: S. 608.
faciendi: S. 46.
generalis: S. 599-600. 601.
geometrica: S. 70.
ineundi summam: S. 178. 235. 271.
inquirendi: S. 35.
inveniendi: S. T7.
probandi: S. 535.
quadrandi: S. 196.
rationis, rationum: S. 48. 66-67.
reducendi: S. 343. 558.
resolvendi: S. 520.
seu veritas de impossibilibus seu falsis: S. 69.
summandi: S. 77. 232. 344.
surda: S. 90.
vestigandi: S. 598-599. 601.
s. a. Folge, Bildungsgesetz. Methode. Verhéltnis.
Raum: S. 427. 555. 560. 563.
Rechteck: S. 25. 68. 92-94. 96-97. 126. 194-195.
212. 224-225. 229. 237. 242-244. 246. 252. 273
bis 275. 278. 311. 312. 341. 345. 358. 396-400.
404-405. 421. 424. 441-442. 476-477. 480. 487.
490. 497. 505-506. 513. 515. 561-563. 568-569.
578-579. 585-587. 684. 692. 694. 696. 698. 702.
737.755. T75. 816. 822.
reducta: S. 251. 562. 572.
Regeln
Evoluten und Evolventen: S. 193. 195. 199.
Flichenberechnung N.61;*. S. 30-31. 738 739.
Kreispolygone: S. 762. 764.
Kreissektor: S. 758.

Folgen
abnehmende: S. 68.

Annéherung zweier Folgen: S. 33.

Differenzen: S. 40. 89. 89. 91. 113. 165. 170.
415.

zusammengesetzte: S. 67. 127.

konvergente (Gregory): S. 249.

Momente: S. 396-400. 405-406. 441. 444.

Naherungen: S. 33. 792.

Proportionen: S. 221.

Reihenentwicklung von Wurzeln: S. 519.

Reihensummation
Anwendung auf Quadraturen: S. 30-31.
arithmetische Reihe: S. 243-44.
geometrische Reihe: S. 64.
harmonische Reihe: S. 729.
reziproke figurierte Zahlen: S. 176-177. 729.
Summation von Wurzeln: S. 450.

Verhéltnisse unendlicher Reihen: S. 584.

von Pell s. Tangens.

von Sluse s. Tangentenmethode.

s.a. Folgen, Bildungsgesetz. Formeln. Kurven,
Bildungsgesetz. Methode. Satz.

Reihe, Reihen

Abschétzung des Restes: S. 283-284. 283.

alternierende: S. 65. 127. 205-209. 209. 214-216.
272. 291-292. 305. 336. 403. 727. 730. 739
bis 740. 789. 808. 828. 828.

Bestimmung von Kurvenschnittpunkten:

N. 20%*.

endliche: N.73*. S. 68. 251. 253. 287. 289. 405
bis 406. 405. 443. 445. 717. 720. 825.

s.a. Satz.

Partialsummen: S. 4. 12. 22-26. 37. 235. 250. 315
bis 316. 323—-324. 337. 389. 392. 436. 439. 445.
528. 533. 609. 615-616. 621. 625-626. 633—634.
810.

s. a. Differenzenschema. progressio secundana.
series summalric.

Rechenoperationen: N.4*. S. 9.

summierbare: N. 385™. 3816_15™. 43%. 44*. S. 78.
96. 205. 214. 219. 299. 394. 436. 438. 445. 458.
527. 588. 801.

s. a. progressio summabilis. series summabilis.

Summation: N. 1%, 2%, 3%, 6*. 8% 10% 11%* 12*
14%. 15% 19*. 27* 28*. 35% 36*. 38*. 40*.
41o%. 42%. 43*. 44%. 45%. 48%. 50*. 53*. 53*.
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55%. 57*. 59%*. 68*. 70*. 71*. 72*. 73*. S. 30
bis 31. 33-34. 43-44.
Divergenz: S. 52. 84. 103. 492. 511. 528.
endliche Reihen: S. 251.
geometrische Reihe: S. 64. 78-79. 218.
Beweis der Summationsregel: S. 218.
irrationale Reihen: S. 232. 421. 453. 456.
Konvergenz: S. 7. 12. 65. 68. 96.
Methoden
Anwendung geometrischer Verfahren:
N.31%
Aufzéhlung summierbarer Reihen: S. 608.
Differenzenmethode: S. 7. 12. 76. 95. 103.
Momentmethode: N.38,_3%* 40%. S. 404.
456-457. 466. 475-476. 578.
partielle: N.385_3%. 387%.
rekursiv definierte Reihen: S. 819-821.
Summationsreihe: N.38,%. 43*. S. 393. 423.
432. 436. 439. 465. 471. 528-529. 533. 583.
594-595. 821.
unendliche Reihen: S. 128. 251. 819.
Zusammenhang mit inverser Tangentenme-
thode: N.39%
Zusammenhang mit Quadraturen: N. 38%. 39*.
40*. 50*. 71*. S. 30-31.
s.a. series quadratriz. series summatric.
Umordnung: N. 4%, 12*% 15% 38, 3% 389 10*.
40*. 433%*. 45™. S. 120. 205. 222. 233. 271. 272.
272. 283-284. 331. 429-431. 728.
s.a. doctrina. Folgen. progressio. scientia. se-
Ties.
Reihen, spezielle s. Folgen, spezielle.
Reihendivision: N.72%. S. 36. 823.
Reihenentwicklung: N. 56, 61*. 62*.
durch fortgesetzte Division durch Binome
(Methode von Mercator): N.38>%. 49%. 58*
S. 111.124. 124.127. 127. 206-207. 214-219.
267-270. 288. 291. 294-299. 318. 327. 336.
357. 403. 464. 465. 468. 665. 702. 723-724.
817. 832-833. 835.
durch Umkehrung der Summenformel fiir geo-
metrische Reihen: N.38,%. S. 464. 465. 473.
583.

durch Wurzelziehen aus Binomen und Polyno-
men: N.32% 33% 62% S. 127. 382. 382. 383.
385. 518-521. 208-209. 214-215. 518-523.
naherungsweise: S. 347.

Rektifikation: N. 16™. 24, 25%. 26%. 34*. 46*. 61*.
S. 64. 126. 204-205. 219. 226. 342. 382. 383.
479-481. 485-487. 487. 494-495. 514-518. 558
bis 560. 571-574.

Bogenelement: S. 199. 313-314. 316. 479-481.
493-496. 507. 511. 514-518. 572-573. 588. 754.

Bogenlange: S. 195. 199. 226. 342. 479. 490-493.
495. 495. 500. 503. 754.

Methode: S. 126. 479. 487.

s. a. Ellipse. Hyperbel. Kegelschnitte. Kreis. Pa-
rabel. Zykloide.

relatio: S. 251. 253-254. 325. 487. 492. 514. 555.
557. 563-566. 619. 769. 801. 822.
definita: S. 32.

rescissa: S. 277.

Rhombus: S. 41.

Rollkurven: S. 471. 485-488. 558. 571.

s. a. Parabel, Trochoide. trochoides. volutae. Zy-
kloide.

Salpetergewinnung: S. 346. 347.
Satz, Sétze

Erfindung von N.51% 533* S. 126-127. 167.
498. 564-565. 705. 751.

iiber Parabeln: S. 197. 569.

iiber Arithmetik des Unendlichen: N.35%. 36,
S. 72. 76.

iiber binomische Formeln: S. 239.

iiber Differenzenschema: N.45_3*. S. 67. 72. 74
bis 75. 76. 90. 157-159. 162-165. 245.

iiber Faktorisierung von Polynomen: S. 391.
391.

iiber Folgen
harmonische: S. 108-109. 123-124. 325.
Quadratzahlen: S. 245.

iiber Summen von Reihen
arithmetische: S. 20. 201. 243-246.
endliche: S. 405-406. 405.
geometrische: S. 71-72. 82-83.
reziproke Dreieckszahlen: N.35%.
reziproke figurierte Zahlen: N. 36*. 533*
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iber Zahlen
Kombinationszahlen: S. 739.
natiirliche Zahlen: S. 201.
Kubikzahlen: S. 201.
Polygonalzahlen: N. 41%.
Quadratzahlen: S. 245.
reziproke Dreieckszahlen: N. 35%,
ungerade Zahlen: S. 245.
von Apollonius: S. 126.
von Archimedes: S. 126. 246.
von Bressieu iiber Polygonalzahlen: S. 599-600.
600.
von Fabri iiber Parabel und Sinus: S. 225. 225.
von Gosselin iiber Kubus eines Binoms: S. 598
bis 599.
von Pappus: S. 126.
von Pell s. Tangens.
von Pythagoras s. Dreieckslehre.
von Ricci iiber Maxima und Minima: N. 65%.
von Sluse {iiber arithmetisch proportionale
Groflen: S. 803. 803.
s. a. Tafeln. Transmutationssatz. Zahlen.
Schwerpunkt: S. 246. 360. 396. 442. 478. 480. 495.
495. 581-582. 581. 696.
s.a. centrum gravitatis.
scientia
a pura ratiocinatione pendens: S. 251.
analyseos aequationumque: S. 125.
(Geometrie): S. 485.
progressionum: S. 32.
scriptura universalis: S. 125—-126.
scutella: S. 228.
Sechseck s. Kreispolygon.
sectio: S. 792.
anguli: S. 111. 205. 251. 488. 757. 767.
arcus: S. 91. 111. 283.
conica: S. T76.
curvae: S. 559.
in media et extrema ratione: S. 524.
rationis: S. 251. 481. 488. 767.
rectae: S. 251. 524.
s.a. Bogenteilung. Flachenteilung. Kegel-
schnitte. Kreisteilung. Logarithmus. Teilung.
Verhiéltnisteilung. Winkelteilung.

series

aequabilis: S. 527.

alternantes: S. 214.

arithmetica: S. 254. 266. 325. 342. 408. 415. 435.
834.

complicata: S. 96. 254.

confusa: S. 252.

convergens: S. 64—65. 249. 558. 560. 757. 763.
789. 798. 799-801.

crescens: S. 75. 89. 93. 96. 451. 789.

decrementalis, decrementorum: S. 65. 719-720.

decrescens: S. 68. 72-73. 75. 78. 838-90. 93. 95.
98-99. 102-103. 162-163. 218. 283. 346. 403.
451. 454. 607. 789. 792. 819.

differentialis: S. 705.

directa descendens: S. 152. 162-165. 214. 259.
707.

divergens: S. 65.

evanescens: S. 9. 266. 720. 819.

exhaustibilis: S. 435.

finita: S. 68. 251. 253. 287. 289. 445. 717. 720.
825.

geometrica: S. 214. 254. 266. 283. 431.

harmonica: S. 136. 164. 258-259. 394-396. 405.
440. 444. 717-718. 720. 747.

homologa: S. 37. 45. A7.

inaequabilis: S. 492. 511. 527.

incrementalis, incrementorum: S. 65. 67. 588.
719-722.

infinita: S. 68. 75. 85. 93. 95. 150. 233. 251. 253.
342. 346. 351. 361. 383. 403. 523. T17. 748. 754.
768. 770. 783. 789-790. 792. 808. 821. 824. 829.

interpolata: S. 744-T45.

irrationalis: S. 385. 608.

irregularis: S. 386.

naturalis: S. 75. 394.

numerica: S. 696.

parallela: S. 170. 738. 744.

perturbata: S. 93.

pura: S. 98. 266. 283. 394. 608-609.

quadratica: S. 435.

quadratriz: S. 383. 387. 389. 391. 393. 423. 432.
436. 465. 471. 529. 583. 594-595. 615. 633. 821.

rationalis: S. 253. 608-609. 771. 773. 774. 789.
821.
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reqularis: S. 32. 40. 252-253.

replicata: S. 799-800. 819-820.

substitutriz: S. 757.

summabilis: S. 78. 96. 394. 436. 438. 445. 458.
588. 607-608. 615. 620. 632. 637. 801.

summatriz: S. 389. 392. 436. 439. 528. 533. 609.
615-616. 618. 621. 625-626. 633-634. 821.

transversa, transversalis: S. 152. 325. 435. 705.
ascendens: S. 162—65. 167. 258-261. 325.
descendens: S. 162—165. 259. 744-745.

triangularis: S. 395. 460-461. 532.

variabilis: S. 451.

vera: S. 808.

Wallisiana: S. 825.

s. a. Folgen. progressio. Reihen.

Sinus: S. 125. 225-227. 229. 252. 279. 302. 308-311.
313-314. 347. 358. 858. 480. 559. 572-573. 679.
760. 769. 793. 805-806.

Reihenentwicklung: S. 679. 793. 806.
Kurve: S. 314. 559. 760.

sinus rectus: S. 347. 805.

sinus versus: N.66*. S. 274. 282. 306. 307. 308.
310-311. 805.

solidus: S. 32. 35. 195. 208. 247. 392. 398-399. 427.
442. 498. 556. 587.

speculatio: S. 252.

sphaera: S. 226. 228-232. 558. 737.

spira, spiralis: S. 31. 484-485. 487. 559.

s.a. heliz. Spirale.

Spirale: S. 31. 199. 476. 484-485. 487. 559. 559.
571.

s.a. heliz. spira.

Statik: S. 486.

subpotentia: S. 44.

substitutio: S. 59. 120. 371-373. 411. 425-426. 461.
504. 513-516. 521-522. 544. 547. 549. 553. 565
bis 566. 610. 614. 617-618. 621. 636. 646. 663.
698. 761. 769. 772. 780. 782. 786. 788. 797.

s. a. Gleichung.

Subtraktion: S. 5. 9. 33. 36-37. 40. 42. 50. 86. 89.
127. 206. 211. 403. 450. 511. 728.
imaginére: S. 40.
unendliche: S. 9. 125. 206. 403.

Summation, Summe s. Beweis. Folgen. Methode.
Probleme. Reihen. Satz.

Symbol s. Notation.

synthesis: S. 76. 250. 421. 559. 562.
s.a. Methode.

Tafeln

Interpolationen: N.572%.

Kombinationen: N. 3*.

Logarithmen: S. 783.

magnetische Deklination: S. 252-253. 253.

quadrierbare Kurven: N.572%. S. 408-410. 411
bis 416. 524-527. 528.

Sétze von Euklid, Archimedes, Apollonius, Pap-
pus: S. 126.

trigonometrische: S. 310.

Ungleichungen: S. 670-675. 724.

s. a. Differenzenschema. Folgen.

Tangens: N.25% 26%. 34*%. S. 273-274. 671-672.
677. 760. 762.

Satz von Pell: S. 342. 342. 588-589. 588. 760.

Tangenten: N.16*. 17*. 50*. S. 266-267. 273-274.
404. 419. 489. 490. 498. 504. 514. 516. 555. 561.
563. 567. 677.

Anwendung auf Zahlenreihen: N.50%.
Definition: S. 200.

Tangentenmethode: S. 427.

(Descartes): S. 424. 426-427. 485. 572-574.
Bestimmung einer Tangentialebene: S. 427.
(Sluse): S. 391. 415. 416. 419. 424-425. 822. 822.
inverse: N.16%. 39%. 50*. S. 425. 427. 766. 800.

820. 832.
Zusammenhang mit Reihensummation:
N.39%. 50*. S. 832.

Tangentenrechnung: S. 266-267. 293-294. 293.
312. 341. 419. 419. 423-427. 472. 514. 567. 570.
774, 774. 817-818. 832.

Tangentialebene: S. 427.

Teiler: S. 12. 36. 66. 125. 207. 283. 347. 396. 567.
583. 711. 790. 792. 831.
binomischer: S. 207. 216-217. 219. 288.
gemeinsamer: S. 88. 416. 544.
rationaler: S. 567.

s. a. Maf}, gemeinsames.
Teilung: S. 76. 251. 792-793. 804. 816.
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fortgesetzte: S. 111.

Methode: S. 111. 793.

infinitesimale (Mercator): S. 128.

mittels geometrischer Reihen: N. 7%,

stetige: S. 524.

s. a. Bogenteilung. Flachenteilung. Kreisteilung.
Logarithmus. sectio. Verhaltnisteilung. Win-
kelteilung. Zerlegung.

terminatio: S. 111. 249-250. 766. 799-800. 819.
tetragonismus: S. 288.
s.a. Quadratur.
Transmutationssatz: S. 251-252. 251. 566. 566.
Trapez: S. 758-762. 800.
triangle, triangulum s. Dreieck.
trigonometria: S. 757.
s.a. Dreieckslehre.
trilineum: S. 228-229. 737.
parabolicum: S. 197. 201. 405.
Trinom: S. 207.
trochoeides: S. 481. 485-488. 571.
s. a. Parabel, Trochoide.

Uberwértsdivision s. Division.
unendlich: N.6%. 47%. S. 3. 5. 9. 31-32. 34. 36. 39.

41.43.50. 111. 113. 117. 120. 124-126. 150. 158.

162-165. 170. 196-197. 201. 206—-207. 225. 229.

236. 249. 271-272. 276. 282-283. 285. 292. 296.

301. 351. 361-362. 377. 403. 435. 454. 468. 491.

518. 520. 523. 527. 570. 584. 589. 607. 669. 671.

693. 697. 714. 717. 720. 724. 729. 734. 754. 783

bis 789. 792. 796. 810. 819. 823. 824.

(Anzahl): S. 9. 52. 64. 65. 68. 72. 75-76. 79. 83.
85—86. 89. 98. 101. 113. 126. 128. 141. 150-151.
153. 158. 163—164. 184. 199. 212. 225. 231-233.
251-253. 283. 299. 401. 450. 453. 481. 520. 556.
588. 651. 709. 751. 763. 784. 789. 801. 819.

s. a. infinities infinitum.

(Grofle): S. 52. 69. 75-76. 84. 86-87. 90. 97. 205.
222. 228. 235. 238. 288. 305. 468. 605. 677.
679. 709.

1
o N.47%. S. 291. 684. 812.

(klein): S. 65. 86. 252. 288. 313. 490. 528. 555.
557. 560-561. 565. 588. 677. 761. 792-793.
821. 824.

s.a. Infinitesimalen.
s.a. aequatio infinita. arithmetica infinitorum.
arithmétique des infinis.
Ungleichungen: N.46*. 66%. S. 784. 786-789. 786.
792-797. 825. 828.
s. a. Folgen.
uninomium: S. 216.
unitas
constructionis: S. 252. 265. 293. 419.
repraesentatitia: S. 381.
Untersuchung: S. 57. 208. 280. 372. 392. 403. 560.
563. 573. 786. 835.
algebraische: S. 109.
arithmetische: S. 57.

valor
absolutus: S. 285.
relativus: S. 277.
respectivus: S. 285.
Verhaltnis
einfaches: S. 48.
irrationales: S. 504.
von Raum und Zeit: S. 555.
zusammengesetztes: S. 48. 106. 128. 197.
zwischen Endlich und Unendlich: S. 197.
s. a. Proportion. ratio. valor absolutus. valor re-
spectivus.
Verhéltnisrechnung: S. 30. 49. 111.
Verhéltnisteilung: S. 251. 481. 488. 504. 507. 524.
767.
s.a. sectio.
Vermogen, menschliches: S. 90. 252. 571. 820.
Versiera (Zyklozissoide): N.23*. 58%. S. 292. 293
bis 294. 305. 312-313. 388. 471-474. 475. 480.
488. 496. 594. 636-637. 673-674. 701. 701. 769.
795-796.
s.a. cissoeis nova. cyclocissoeis. figura an-
onyma. linea anonyma.
Verstand, menschlicher: S. 82. 785. 798.
via: S. 110. 229. 425. 569. 573. 581. 650. 673. 725.
bis 726. 743. 748. 784. 793. 797.
analytica: S. 783.
s.a. Methode.
Vieleck s. Polygon.
vis: S. 555. 560-561. 563.
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elastica: S. 558.
elaterii: S. 563.
s.a. Kraft.

volutae: S. 476.

Vorzeichen: S. 97. 108. 209. 292. 405. 413. 448-449.
523. 541. 566. 591. 637. 690. 775. 791. 792.
807.

Doppel- und Mehrfachvorzeichen: S. 3/6. 360.
453.

Wahrungsrechnung s. Miinzrechnung.

Wahrheitsprobe: S. 399.

Wallissches Produkt: N.69*. S. 792.

Winkel: S. 197. 335. 405. 428. 498-499. 501. 510.
556-557. 559. 562. 600. 601. 649. 760.
Kontingenzwinkel: S. 197.

s.a. figura angulorum.

Winkelfunktionen: S. 302.

s. a. Kosekans. Kosinus. Sekans. Sinus. Tangens.

Winkelteilung: S. 111. 205. 251. 488. 757. 767.
néherungsweise: S. 111.
universelle: S. 205. 488.

Wiirfelverdopplung: S. 486. 520.

Wurzeln: N.32%. 33%. 62%. S. 4. 24-25. 30-31. 41
bis 48. 53. 66. 88. 94. 194. 196-197. 201. 211.
214-215. 218-219. 229-230. 239-240. 245. 286.
314. 324. 371. 373-376. 383. 385. 407-408. 424.
426. 427. 445-446. 448-452. 453-454. 456. 479
bis 481. 493. 510-511. 517-523. 526. 533. 544.
546-547. 553. 569. 571-573. 587. 592. 608. 611.
617. 633. 726. 740. 752. 770-771. 779-780. 808.
820.
hohere: S. 44. 520.
imaginére: S. 373. 479. 521-523.

s.a. radix ageometrica. radix imaginaria. ra-
dix impossibilis.
irrationale: S. 69. 253. 346. 383. 385. 820.
s. a. radix irrationalis. radiz surda.
kubische: S. 43. 46-48. 385. 523. 617.
reelle: S. 521. 523.
s.a. radiz realis.

Wurzelziehen: N.32%. 33%. 62*. S. 41-46. 86. 127.
207. 214-215. 219. 382. 383. 445. 449. 456. 481.
511. 518-523. 544. 546-547. 553. 617. 653-654.
752. 770-771. 779-780.

aus Binomen s. Reihenentwicklung.

aus Folgen: S. 41-42.

aus Logarithmen: S. 511.

durch Substitution: S. 520-523.

mittels unendlicher Reihen: N.32%. 33% 62*
S. 207. 382. 383. 481. 518-523.

Kubikwurzeln: S. 46-48. 523. 617.

Zahl, Zahlen
Exponentialzahlen: S. 255. 511.
figurierte: N.3*. 30*. 36*. 53*: S. 48. 167. 176
bis 177. 685—686. 729. 736—737. TAT-748.

s. a. ordines numerici.

Dreieckszahlen: N. 1%, 2*, 30%. 35%. 36%. 53*.
S. 26.47-48. 51-52. 141. 141. 175. 176. 191.
292. 321. 377. 380. 383. 390. 395. 405. 431.
436. 438-439. 445-446. 459-460. 527. 532
bis 533. 555. 593. 580-582. 601. 685-686.
729. T36—-737. 740. 747.

Kombinationszahlen: N.3%. S. 707. 729. 738
bis 740. 742.

Polygonalzahlen: N.41*. S. 649-650. 649.
Filinfeckszahlen: S. 600. 650-651. 650.

s. a. Dreieckszahlen.

Pyramidalzahlen: N.30*. 53* S. 70. 13. 51
bis 52. 141. 176. 292. 369. 380. 390. 431. 685
bis 686. 729. 736-737. T4T-748.

Triangulotriangularzahlen: N.30%. 53*. S. 52.
369. 390. 431. 685—686. 736—737. 748.

Triangulopyramidalzahlen: N.30*. 53*. S. 52.
736-737.

ganze: S. 57. 90. 170. 207. 259. 445-447. 520.

699. 708-709. 717. 722. 724-726. 729. 734. 738

bis 739. 808.

Untersuchungsmethode: S. 446-447.

harmonische: N. 8%, 9% 12% 14* 22% 27% 29%,

29%. 30*. 383%. 3810™. 47*. 49%. 52%. 53*. 54*,

55%. 57*. N.68:*. 71* S. 10. 13. 68. 88. 107

bis 110. 134-137. 141. 164. 271.

imaginére: S. 510. 521-523. 647.

irrationale: S. 98. 102. 240. 253. 410. 421. 444.
445. 448. 453-454. 456. 504. 520. 769-770. 820
bis 822.

konstante: S. 274. 277. 451. 456. 607. 636. 691.
751. T78-779. 785-786. 820. 834.
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Kontrollzahlen: S. 543. 626.

natirliche: S. 3. 22. 25. 31. 43. 46. 48. 75. 176.
194. 196. 201. 254. 294. 361. 380. 448. 450. 456.
507-508. 510-511. 527. 578. 580-582. 685. 719.
726.
gerade: S. 113. 726.
ungerade: S. 25. 245. 405. 450. 579. 594-595.

726. 817.

negative: S. 40. 69. 90. 205. 403. 450. 503. 517
bis 518. 523. 533. 536. 722. 792.

Null: S. 69. 90. 93. 205. 357. 407. 416. 503. 523.
528. 533. 535. 628. 677. 724. T40. T44-745.
positive: S. 445. 450. 517. 523. 724. 780-781. 788.

792.

Potenzen: S. 30. 41-44. 48. 64. 66. 76-78. 88.
100. 106. 125. 127. 276. 283. 290. 346. 352. 376.
407. 422. 436. 444. 508. 593. 672. 679. 695. 724
bis 725. 730. 734. 738. 748. 751. 7T83-786. 788.
796. 820. 823.

Quadratzahlen: S. 21-25. 31. 43-44. 48. 55.
76. 131. 166-167. 167. 175. 187. 191-192.
197-198. 201. 225. 227. 236. 245. 265. 317
bis 318. 324. 357. 405. 435. 445-446. 452.
555. 555. 580-581. 583. 632. 699. 729. 740.

Kubikzahlen: S. 43-44. 55. 76. 194. 198. 201.
376-379. 592. 598-599. 729.

rationale: S. 98. 102. 253. 456. 488. 526. 567. 573
bis 574. 588. 607. 651. 738. 769-771. 773. 774.
818. 821-823.

reelle: S. 645. 647.
s.a. Folgen. Groflen. numerus. quantitas. Rei-
hen. unendlich.

Zeichen: S. 125-126. 142. 142. 150-151. 151.
249. 366. 406-407. 508. 572-573. 583. 634.
715. 724. s.a. charactére analytique. Notation.
Vorzeichen.

Zeit: S. 69. 99. 484. 555.

Zeitpunkt: S. 99. 560.
Zeitraum: S. 560.

Zerlegung: S. 21. 23. 283. 387-388. 520. 527. 728.

770. 780-781. 801. 819-821.

Methode: S. 819-820.

s. a. Gleichung, Zerlegung. Reihen, Umordnung.
Teilung.

Zissoide: S. 485. 572.

zona: S. 228-229. 481-483. 504.

Zykloide: S. 193. 195. 199. 476. 483. 485-488. 492.
502. 557-558. 571-573.

Epizykloide: S. 486.
Quadratur: S. 572.

Zyklozissoide s. Versiera.

Zylinder: S. 226-227. 228-231. 291-292. 384. 392.
395. 438-439. 456-457. 460. 466. 473. 559. 563.
Oberfliache: S. 229. 559.
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FUNDSTELLEN

Verzeichnet sind hier die im vorliegenden Band edierten Hand- und Druckschriften, geordnet nach Fund-
orten und Signaturen.

HANNOVER, Niedersichsische Landesbibliothek

LH 4 V 10 BI. 58 N. 47 LH 35 V4 Bl. 28-29 N. 3815
Bl. 63 N.65 Bl. 30-31 N. 3816
LH 35 117 Bl 16 N.7 Bl. 32-33 N. 3817
II1 BIl. 80+124 N. 26 Bl. 34-36 N. 3818
Bl. 93-94 N.23 V6 Bl 12-13 N.22
Bl 125 N. 58 V7 Bl 1 N. 50
Bl 161-162 N.24 V 14 Bl 15 N. 65
Bl 179 N.63 Bl 16 N.71
BIl. 205-206 N.5 VIII 4 Bl 1 N. 431
BI1. 237-238 N.21 Bl 2 N. 439
Bl. 246-247 N.34 Bl 3 N.433
Bl. 248-249 N.25 Bl 4-5 N. 441
BI1. 291-292 N.19 Bl 6-7 N. 445
III B 10 Bl 1 N.35 Bl 8 N. 443
Bl 2-3 N.12 VIII 27 Bl 1 N. 533
Bl 4 N.11 Bl 2 N. 539
BlL 5 N.1 VIII 30 Bl. 43 N.57
vV 17 Bl 10-11 N. 41> BI. 100 N. 70
V2 Bl 34 N. 39 BIl. 144-145 N. 681
V3 Bl 5 N. 36 144-145 N. 682
V4 Bl 1437 N. 381 Bl. 146 N.67
Bl 2-3 N. 382 XII'1 Bl 1 N. 59
Bl 4-5 N. 383 BL. 7 N. 69
Bl 6-7 N. 384 Bl 9-10 N. 56
BIl. 8-9 N. 385 BI1. 9-10 N.572
Bl 10-11 N. 386 Bl 24 N.61;
Bl 12-13 N. 387 Bl 25 N.611
Bl 14-15 N. 383 Bl 25 N.612
Bl 16-17 N. 389 BIL. 29 N.61>
Bl 18-19 N. 3819 BIl. 32 N.31
Bl 20-21 N. 3811 Bl. 45-46 N.3
Bl 22-23 N. 3812 Bl. 129-136 N.6
Bl. 24-25 N. 3813 Bl. 137 N.9
Bl 26-27 N. 3814 BI1. 138-139 N. 14
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LH 35  XII1 Bl 140-143  N.13 LH 35  XII2 Bl 135 N.45
Bl 144-145  N. 44 BL. 150 N.73
Bl 146-147  N.44 Bl 163-164  N.6
Bl. 148-149 N. 44 Bl. 165-166 N.8
Bl 150-153  N.4 Bl 197-198  N.2
Bl. 243-244  N.54 BL 206-207  N.18
Bl 245-246  N.28 Bl 208209 N.15
Bl 245-246  N.30 BL 210 211 N.17
BL 247248 N.27 BL 218 N.17,
Bl. 250 N.531 XII1  BL 223224  N.40
Bl 251-252  N.29 Bl 298 N 42
Bl 253 N. 55
S N oo XIII 3 Bl 227-228  N.16
Bl 255 N 19 Bl. 265 N 72
Bl 256 N. 49, XIV 1 Bl 102-103  N.62
Bl 311 N. 64 BL 117 N.48
BL 328-329  N.8 Bl. 119 N.32

XII 2 Bl. 62 N. 3816 Bl. 122 N. 66
BIl. 88 N. 20 BI. 258-259 N.37
Bl 119 N.51 BI. 305 N. 46
Bl 123-124  N.173 Nm-A 317 N. 414
Bl 131-132  N.10 Nm-A 605 N.28

Cc-2-KONKORDANZ

Verzeichnet sind hier die Nummern der im Catalogue critique 2 erfaliten Stiicke mit Angabe der ihnen
entsprechenden Stiicke des vorliegenden Bandes. Fiinf der ersten acht hier aufgefiihrten Schriften wurden
im Catalogue critique 2 nicht erfaft, drei (N. 28, 3816, 65) nur teilweise. Steht hinter einer Cc-2-Nr.: tlw.,
so heifit dies, daf3 das bezeichnete Stiick in diesem Band nicht vollstdndig abgedruckt ist.

Cc 2 Nr. N. Cc 2 Nr. N. Cc 2 Nr. N. Cc 2 Nr. N.
— 9 437 10 517 35 615 18
— 20 510 A 43 518 3 627 16
— 28 510 B 4y 526 8 629 1741
— 3816 510 C 41 527 6 630 173
— 414 510 D 49 528 8 633 24
— 63 511 5 529 tlw. 8 634 24
— 65 512 14 530 tlw. 2 640 172
— 69 513 A, B 13 554 25 694 21
278 12 514 1 556 26 755 36
279 11 515 19 557 23 756 419
280 15 516 31 558 23 775 A 381
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Cc 2 Nr

775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 A
775 B, C
776

N.

382
383
384
385
386
387
383
389
3810
3811
3812
3813
3814
3815
3816
3817
3818
40

Cc 2 Nr

T
778
820
892
920 A
920 A
920 B
929
1030
1036
1139
1140
1180 tlw.
1181
1182
1183
1184
1185

N.

46
34
39
43
444
449
443
45
33
37
65
71
531
499
28
30
27
52

Cc 2 Nr.

1186
1206
1207
1210
1239
1303
1334 tlw.
1335
1336
1337
1340
1341
1398
1399
1400
1401
1403
1408

N.

50
48
66
70
22
54
55
29
533
532
491
51
572
56
572
572
571
47

Cc 2 Nr.

1412

1425 tlw.
1453 A-B
1455
1458
1459 A-B
1459 C
1459 C
1467
1468
1511

1512
1513
1514
1515 A
1542
1549

58
59
60
64
611
612
612
61
32
62
682
681
67
42
73
72

Die Entsprechung von Stiicknummer und Cc-2-Nummer ist in der Uberlieferung des jeweiligen Stiicks

vermerkt.
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ERWAHNTE LEIBNIZ-HANDSCHRIFTEN

Dieses Verzeichnis erfait die in den Uberlieferungen und Erlduterungen erwahnten nicht edierten Hand-
schriften. Es ist nach Cc-2-Nummern und Handschriftensignaturen geordnet und verweist auf die Seiten
des vorliegenden Bandes.

Cc 2, Nr. LH, Nr. S. Cc 2, Nr. LH, Nr. S.
282 35111 A8 BL27 30. 823 35V 2 Bl.1 555. 571.
436 35 XII 2 BIl.131-132  131. 824 35V 2 Bl.2 571.
484 A 35XV 6  BL64-65 30. 827 35117 Bl 11-15, 17 558. 559.
484 B 35XV 6 BL66-73 30. 828 35V 3 Bl. 13-14 498. 559.
486 B 37 111 B1.107-112 30. 829 35V 3 BL 15 559.
486 C 37 111 Bl.97-98 30. 831 35 XII1  BL226-227  560.
486 D 37 111 BL.99-103  30. 832 35V 3 Bl 1-4 555. 555.
500 35 XII 2 BL113 225. 803. 560. 568,
519 A 35 XII'1 Bl 45-46 17. 833 35V 3 BL7 560,
: o 839 35 VIII 30 Bl 162-163 571.

S A SSINL - Bl 010001 1109 35111  BL105-198 572 758.
545 B 3511 1 BL.261-262  251. 566. —
546 3511 1 BL 252253  251. 566.
519 35 XII1 BL353.354 249, 1233 A 35111 BI. 87-92 255. 271.
555 A 3511 1 BL 257-260  284. 300. 215 282.

242, 2885.
- 35 11 1 Bl 93-94 264, 1237 35V 6 Bl 12-13 255. 282.
563 35111 BL.240-241  255. 271. 288.

275 989, 1238 35V 6 BL. 12-13 255.

283. 1383 A, B 35111 Bl. 74-75 735. 785.
575 35 VIII 3 Bl 1-8 251. 1384 35111 Bl. 67469 735. 735.
608 3511 1 Bl1. 284 293. 1449 35 XIIT'1 BI1.433 768.
609 35 XI12  BL125-126  193. 195. 1456 35 XII'1t  BL311 799.
612 35111 Bl.263-264  313. /95. 1502 A, B 35 XII'1  BI. 182 681.
616 35 VIII 30 Bl.150 416. 1515 B 35 XII 2 BI. 150 834.
773 35V5 BL.1-2 420. 1516 35 XII2  BL150 834.
822 35V 2 BL5-6 555. 555. — 3511 1 BL. 68-73 785.

562. — 35 XIII1 B 391 781.
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SIGLEN, ABKURZUNGEN, ZEICHEN, BERICHTIGUNGEN

1. SIGLEN UND EDITORISCHE ZEICHEN

E, E! Erstdruck

E? .. weitere handschriftengestiitzte Drucke

L Leibniz, eigenhandig

LiH Leibniz’ eigenhéndige Bemerkungen in einem Handexemplar
LuT Leibniz gemeinsam mit Tschirnhaus, eigenhindig

LuX Leibniz gemeinsam mit Unbekanntem, eigenhéndig

T Tschirnhaus, eigenhéandig

X Unbekannter, eigenhindig

[] in der Datierung: erschlossenes Datum,
im Text: Erginzungen und Eingriffe des Herausgebers (urspriingliche Form
im Variantenapparat).
Vereinzelt gebraucht Leibniz selbst eckige Klammern (Hinweise darauf
im Erlauterungsapparat).

() Konjektur schwer lesbarer oder durch Beschiadigung des Textzeugen
ausgefallener Worter bzw. Wortteile.

(=) nicht entziffertes bzw. durch Beschiadigung ausgefallenes Wort; die
Anzahl der Striche entspricht der Anzahl der vermuteten Worter.

Kursivierung Zitate, Buchtitel, Text in anderer als der Grundsprache des

betreffenden Stiickes.
Sperrung Hervorhebungen durch Leibniz
— Umrahmungen durch Leibniz zur Hervorhebung eines Terms oder zur

Ausgliederung eines Textabschnittes aus dem Textzusammenhang

> Umrahmungen durch Leibniz zur Kennzeichnung wegfallender Terme

2. ABKURZUNGEN (allgemein)

a. auch ersch. erschienen
a.a.O. am angegebenen Ort gedr. gedruckt
aeq., aequ. aequalis, aequatio gestr. gestrichen
Anm. Anmerkung Hrsg. (hrsg.) Herausgeber (herausgegeben)
Aufl. Auflage i.a. im allgemeinen
Bd(e) Band (Bande) Jh. Jahrhundert
Bl Blatt LBr. HANNOVER, Niedersdchs.
Bog. Bogen ]

. . Landesbibl. Leibniz-Brief-
bzw. beziehungsweise
ca circa wechsel
cap. capitulum LH HANNOVER, Niedersdchs.
ebd. ebenda Landesbibl. Leibniz-Hand-
erg. erganzt schriften
Erl. Erlauterung lib. liber
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Marg. Marginalie(n) s. u. siehe unten
Ms. Manuskript SV. Schriftenverzeichnis
N., Nr. Nummer Tl(e) Teil(e)
Nachdr. Nachdruck tlw. teilweise
NB. nOtfa bene u. a. und andere, unter anderem
p-, pag. paglrlla u.d. T. unter dem Titel
probl. prob er.n'fa Ubers. (iibers.) Ubersetzung (iibersetzt)
prop. propositio .. ..
K u. o. und ofter

R. responsio, respondetur
° V. von, vor
T recto !
reg. regula Var. Variante
S. Seite vgl. vergleiche

sectio, siche ve Verso
s. siehe auch Z Zeile
S. siehe oben N destilletur, distilletur
Sp. Spalte (noch zu bedenken); denier

3. ABKURZUNGEN (Schriften)

Cc 2

DGS

DO

GO

GT

HO

HOL

KW

LBG

LFC

LKK

LMG

Catalogue critique des manuscrits de Leibniz. Fascicule IT (Mars 1672 — Novembre 1676). Hrsg.
A. Rivaud u. a. Poitiers 1914-1924.

Geometria, a Renato Descartes anno 1637 gallice edita . .. in latinam linguam versa et commen-
tariis illustrata opera atque studio Francisci a Schooten. 2. Aufl. 2 Tle. Amsterdam 1659-1661
(= SV. N.13,2).

DESCARTES, R., Oecuvres. Hrsg. Ch. Adam u. P. Tannery. 12 Bde. Paris 1879-1910; 2. Aufl. ebd.
1964-1972.

GALILEIL, G., Opere. Edizione Nazionale. 20 Bde. Florenz 1890-1909; Nachdr. ebd. 1929-1939
u. 6.

James Gregory tercentenary memorial volume. Hrsg. H.W. Turnbull, London 1939 (= SV.
N. 46).
HuvGENS, Chr., Ocuvres complétes. Hrsg. D. Bierens de Haan, J. Bosscha u. a. 22 Bde. Den Haag
1888-1950.
HoBBES, Th., Opera philosophica quae latine scripsit omnia. Hrsg. W. Molesworth. 5 Bde. London
1839-1845; Nachdr.: Aalen 1961.

KEPLER, J., Gesammelte Werke. Hrsg. von der Bayerischen Akademie der Wissenschaften,
Miinchen. — Im Erscheinen.

Der Briefwechsel von Gottfried Wilhelm Leibniz mit Mathematikern. Hrsg. C.1. Gerhardt. Berlin
1899.

Opuscules et fragments inédits de Leibniz. Hrsg. L. Couturat. Paris 1903; Nachdr.: Hildesheim
1961 u. 1966.

Die mathematischen Studien von G. W. Leibniz zur Kombinatorik. Textband. Hrsg. E. Knobloch
= Studia Leibnitiana Supplementa. Bd. XVI. Wiesbaden 1976 (= SV. N.49,1).

Leibnizens mathematische Schriften. Hrsg. C.I. Gerhardt. 7 Bde. Berlin, Halle 1849-1863;
Nachdr.: Hildesheim 1962 u. 1971.
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LQK LEeBNIZ, G.W., De quadratura arithmetica circuli ellipseos et hyperbolae cujus corollarium est
trigonometria sine tabulis. Hrsg.: E. Knobloch. Gottingen 1993.

LSB  LEBNiz, G. W., Sdmtliche Schriften und Briefe. Hrsg. von der Gottinger und der Berliner Aka-
demie der Wissenschaften, Berlin — Im Erscheinen.

ocC OLDENBURG, H., The Correspondence. Hrsg. A.R. Hall u. M. Boas Hall. 13 Bde. Madison [usw.]
1965-1986.

PO PascaL, Bl., Oeuvres. Hrsg. P. Boutroux u. a. 14 Bde. Paris 1904-1914; Nachdr.: Vaduz 1965.

VO VIETE, Fr., Opera mathematica, opera atque studio Fr. a Schooten. Leiden 1646; Nachdr.: Hil-
desheim 1970 (= SV. N.43).

WO  WALLIS, J., Opera mathematica, 3 Bde, Oxford 1693—-1699; Nachdr.: Hildesheim 1972.

4. MATHEMATISCHE ZEICHEN

Im folgenden werden die heute ungebrauchlichen Bezeichnungen erklért, soweit sie nicht unmittelbar
aus dem Kontext folgen bzw. im einzelnen erklart sind. Fiir weitere Einzelheiten vgl. die Einleitung
S. XX VITT-XXXIII.

Zahlreiche Beispiele und eine tabellarische Ubersicht von Leibniz’ mathematischen Bezeichnungsweisen
gibt F. CAJORI, Leibniz the master builder of mathematical notation (in: Isis 7 (1925) S. 420-429) bzw.
F. CaJoR1, A history of mathematical notation, Bd. 2 S. 189-196 (La Salle, I1l. 1929 u.4.).

- Multiplikation a.b:c.d Proportion
X Uberkreuzmultipli- ‘ Kiirzung eines
kation Bruchs
o D%v%s%on . )( facit
>0 Division, Proportion Platzhalter:
o, Quadrat * ausfallende Terme
cub, Kubus ° Vorzeichen
Terme
Rq, % Quadratwurzel : Terme
® Terme
aeq., aequ. gie%ci ‘Wiederholung:
n eic
m ileich (Summe) Falftoren
n, - grofer als - Briiche
P etwas grofler als Tschirnhaus:
n kleiner als » gleich
Pl etwas kleiner als a T b—T-cTTT d Proportion
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5. BERICHTIGUNGEN

VII, 1:

S.65 Z.24: Statt article 42 ... entnommen lies article 40 S. 115 entnommen
S.78 Z.25: Statt 1959 lies 1659

S.

w o mnn

w2

105 Z.35: Statt N.106 lies N. 106 §73 sowie H. FABRI, Synopsis geometrica, 1669, S.497f. Die Aufga-
benstellung hat Leibniz dort unterstrichen.

148 7.24-26: Statt Es scheint ... DGS 1, S. 207 lies Geometria, DGS 1, 1659, S. 66

184 Z.5: Statt sxx + gx + r lies pxx + gx + 1

185 Z.18f.: Statt x die des lies x die Apotome des

1 1 1 1 1 1
.224 Erginze Erl. zu Z. 7-9: Richtig mifite es 1 4+ g + E + 0 etc. = 2 bzw. a + ga + —a+ 1—0a etc.

6
= 2a heiflen.

.246 Z.10: Statt quadratos ut lies quadratos (puto numeros) ut und streiche die zugehdrige Lesart.
.246 7Z.20: Statt anse lies I’ange
.250 Z.17: Statt Der Sinn ... Verweis lies s. R. DESCARTES, Geometria, DGS 1, 1659, S.43 sowie den

zugehorigen Schootenschen Kommentar M, DGS 1, S. 242-249
527 7.10: Statt z + 1 lies z +

.527 Z.29f.: Statt Auf ... ist lies Die Symbole @ und ab Z.9 [@] verwendet Leibniz, um Bildungsgesetze

fiir Zahlenfolgen zu bezeichnen.

658 Erganze Erl. zu Z. 16: constat: vgl. H. FABRI, Synopsis geometrica, 1669, S. 73, sowie die zugehorige
Beweisfigur (Tafel I Figur 14). Leibniz hat den Satz im Text unterstrichen und zugleich mit einer
Randbemerkung versehen; bei Fig. 14 hat er den Sachverhalt formelméafig erfafit.

664 Z.33: Statt 1959 lies 1659

675 Z.5: Statt 144 lies 544

861 Z.11: Statt [+q] lies [—q]

931 SV. N.2,3: Statt 108 lies 180

932 SV. N.11,3: Statt 244 lies 224

936 SV. N.51,1: Statt 67 lies 78
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